Ayrik Olasihk

CSC-2259 Ayrik Yapilar

Konstantin Busch - LSU

Ayrik Olasiliga Girig

Hilesiz zar

&

Ornek uzay: S =1{1,2,3,4,5,6}

Olasi tim sonuglar




E olayinin olasilig::

olay kiimesinin buyuklugu E
o(E) = 23 yuklugu | E|

ornek uzayin buyuklugu | S|

Not: 0< p(E)<1
icin  0</E|<S]
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Zarin 3 gelme olasiligi nedir?

Olay uzay:: E=1{3}
Ornek uzay: § — {1,2,3,4,5,6}

Olasilik:  p(E) = @

_1
S| 6




&

Zarin 2 veya 5 gelme olasiligi nedir?

Olay uzayr:  E ={2,5}
Ornek uzay: S ={1,2,3,4,5,6}

Olasilik:  p(E) = E :%

Iki adet hilesiz zar
el

Ornek uzay: 36 olasi sonug vardir
S ={(,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)}

Birinci zar  Ikinci zar
Beklenen ¢ift




Zarin (1,1) ikilisi gelme olasiligi nedir?
Olay uzay:  E ={(1,1)}
Ornek uzay: S ={(1,1),(1,2),(13),...,(6,6)}

[El_1

: E)=
Olasilik:  P(E) S| 36

Dy

Zarin ¢ift gelme olasiligi nedir?

Olay uzayr: E ={(11),(2,2),(3.3),(4,4),(5,5),(6,6)}

Ornek uzay: S = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)}

[El_6

Olasilik: p(E) = S| — v




Diizensiz sayilar oyunu

Oyun yadneticisi 40 sayidan kazanan 6 sayi
kiimesini secer.

Segim sayilari: 1,2,3,...,40
Ornek kazanan sayilar: 4,7,16,25,33,39

Oyuncunun segtigi 6 sayinin kiimesi
(Siradan bagimsiz)

Ornek kazanan sayilar: 8,13,16,23,33,40

Oyuncunun kazanma olasiligi nedir?
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Kazanan olay:
E=1{{47,16253339" |El=1

Kazanan 6 sayinin bir tek kiimesi

Ornek uzay:

S = {40 sayidan kazanan 6 sayi kiimesinin tiim alt kiimeleri}
={{1,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,7},{1,2,3,4,5,8},...}

40
'S |=[ ) J = 3,838,380
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Oyuncunun kazanma olasiligr:

E 1 1
(E)= [E = =
S| (40} 3,838,380
6
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Kart Oyunlari
Destede 52 kart vardir.

13 gesit kartlar (2,3,4,5,6,7,89,10,ak,q.j),
Her bir tirde 4 takim vardir (h,d,c,s)

Oyuncu 4 kart verir.

Oyuncunun kartlarinin hepsinin ayni
tur olma olasihgr nedir?

Konstantin Busch - LSU 12




Olay:  E={{2,,20,20:2.}513,,30:3¢:3 } o+ os Lno Jas Joo Ju 1}

| E|=13 4 kartin her bir kiimesi
ayni tirdedir

Ornek uzay:

S = {52 kartin olas1 tiim 4 kartlarin kiimesi}
- {{Zh ,2d,2c,25}, {2h ’2d’2C ’3h}’ {2h ’2d92C ’3(1}’ . }

52 | .51-50-
S| _ 52! :52 51-50 49:270,725
4 41 48| 4.3.2

Elde ayni tiirde 4 kart olma olasilgr:

P(E):|E|: 13 13
S| [szj 270,725
4
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Sirali sayilar oyunu

Oyun yoneticisi bir kutuda 1.....50 ile
etiketlenmis toplardan 5 tane seger

Segim numaralari: 1,2,3,..,.50
Ornek olarak kazanan numaralar: 37,4,16,33,9

Oyuncunun se¢tigi 5 say! kiimesi
(Siralama 6nemli)

Ornek olarak oyuncunun
saytlari: 40,16,13,25,33

Oyuncunun kazanma olasiligi nedir?
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Tekrar yerine koyma olmayan rneklem:

Bitiin toplar seildikten sonra, top geri
kutuya atilmaz

Ornek uzay biyikligi:
50 topun 5li permitasyonlari

|
00 30 50.49.48-47.46 = 245,251,204
(50—5)! 45!

|S|=P(50,5) =

El_ 1
S| 245,251,200

Kazanma olasiligi: P(E) =
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Yerine koyarak érnekleme:

Bir top segildikten sonra,
top tekrar kutuya konulur

Yinelemeleyle 50 topun 5 li permitasyonu

S |=50° =312,500,000

_IEI_ 1

<. P(E)= =
Kazanma olasiligi:  P(E) S| 312,500,000
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Ters olasilk: p(E) =1-p(E)
fspatt E=S—E

_ |S-E| |S|-|E| , |E]

E)= — =1-—=1-p(E
=5 " s 5 P

Ispatin sonu
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Ornek: Sekiz bitlik ikili dizide en az bir
tanesinin O olma olasiligi nedir?

E={01111111,10111111,...,00111111,...,00000000}
E={1111111}

|E| 1
E)=1-p(E)=1- =1-
Olasiligin birlegimi: El, E2 c S

p(E1 J Ez) = p(E1)+ p(Ez)_ p(E1 M Ez)

Ispat: |E,UE, HE |+|E,|-|E NE,|

[EVE[_[E[+IE[-|ENE]
S| S|

_IEI B _[BNE,|

S| [S] S|

=p(E)+Pp(E)-p(E,NE)
Konstantin Busch - LSU ISPGT sonu 20

p(El o Ez) =

10



Ornek: Sekiz bitlik binary dizinin O ile
baslamasi veya 11 ile bitmesi olasiligi
nedir?

O ile baglayan diziler:
E, ={00000000, 00000001,...,01 111111}
|E,|=2" (all binary strings with 7 bits Oxxxxxxx)

11 ile biten diziler:
E, = {00000011,00000111,...,11111111}

|E, |=2° (all binary strings with 6 bits xxxxxx11)
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O ile baslayan ve 11 ile biten diziler:
E, nE, ={000000011, 00000111,...,01111111}

|E,"E, |=2° (all binary strings with 5 bits Oxxxxx11)

O ile baglayan veya 11 ile biten diziler:

p(El UEz): p(E1)+ p(Ez)_ p(El mEz)
_IEIL B _[BNE|

S| ISl IS
2,y 2 1115
2° 28 2 2 4 8 8

Konstantin Busch - LSU 22
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Olasilik Teorisi

Ornek uzay: S ={X;,Xys..0s X, }

Olasikhk dagilim fonksiyonu: P

0<p(x)=<1
Z p(x) =1

Konstantin Busch - LSU
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Olasi durumlar: P(X%) # P(X;)

Ornek: Hileli para

2/3 olasilikla tura (T)
1/3 olasilikla yazi (Y)

Orneklem uzayi: S ={Y,T}

2 1 201
p(T)Zg p(Y)—g P(M)+p(Y)=Z+==1

Konstantin Busch - LSU
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Diizgiin olasilik dagilim:

p(x) =~
n

Ornek uzay: S =1{X;,X,,..., X}
Ornek: Hilesiz para
1/2 olasilikla Tura (T) veya Yazi (Y)

S={HT}  pH)=  PM)=3
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Olayin olasiligi: E
E={X,Xy,...,. X} &S

p(E) =Z p(X;)

E
Diizgiin olasilik dagihmi igin:  P(E) =H

Konstantin Busch - LSU 26
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Ornek: Hileli zar S =1{1,2,3,4,5,6,6}
1 2
p(D) = p2)=p@3)=p4) = p(5) == 0(6) =2

Zarin 2 veya 6 gelme olasiligi nedir?

E = {2,6)
p(E)= p(2)+ p(6) %
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2
+ — =
7

| W

Olaylarin kombinasyonlar::
Tiimleyin: p(E) =1-p(E)

Birlesim:
p(El - Ez) - p(E1)+ p(Ez)_ p(El M Ez)

Ayri olaylarin birlegimi: DEU Eij = Z P(E)

Konstantin Busch - LSU 28
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Sartl Olasilik

Hilesiz ug paranin atiligi

A

= i
Ld - RN

EN 7 L e

Sart:  Ilk para yazi olsun

Soru: Ilk paraninyazi oldugunu
diugtinerek, tek sayi atiglarinin yazi
olma olasihigr nedir?
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Orneklem uzayt:

S={YYY,YYT,YTY,YTT,TYY,TYT,TTY,YYY}

Verilen kosuldaki sinirli 6rneklem:

F={YYY,YYT,YTY,YTT}

Birinci para Yazi

Konstantin Busch - LSU 30
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Sart olmayan olaylar:
E = {YYY,YTT,TYT,TTY}

Yazilarin tek sayilari igin

Sartli olaylar:
Er =ENF ={YYY,YTT}

Birinci para yazi

Konstantin Busch - LSU
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E={YYY,YTT,TYT,TTY}
Er =EnF ={YYY,YTT}

Verilen sartlarda,
Ornek uzaya F'nin degigimi

|ENF| [ENF|/|S| p(ENF) 2/8

0.5

E.)=
P(E) |F [F1/]S] p(F)

(para hilesiz

Konstantin Busch - LSU
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32
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Sart ile olayin belirtimi:

E-=E|F
E olayr F'yi belirtir.

P(ENF)
p(F)

P(Ee)=p(E|F)=

Konstantin Busch - LSU 33

Sartli olasiligin tanimi:

(rasgele olasilik dagilimi igin)

E ve F olaylariyla S 6rneklem uzay: verilsin

(burada p(F)>0 );
F ile verilen E'nin sartli olasigih:
P(ENF)
P(EIF)=
p(F)

Konstantin Busch - LSU 34
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Ornek:  Iki ¢ocugun olan bir ailenin bir
gocugu erkek ise iki tanesinin
erkek olma ihtimali nedir?

Erkek veya kizin esit olasilikta olacagini
varsayalim

Ornek Uzay: S ={EE,EK,KE,KK}

Sart: F ={EE,EK,KE}
Bir cocuk erkektir

Konstantin Busch - LSU 35

Durum: E ={EE}
Her iki cocuk da erkek

Durumun kosullu olasihg:

PENF)  p({EE}H  1/4 1
p(F)  p({EE,EK,KE}) 3/4 3

P(EIF)=

Konstantin Busch - LSU 36
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Bagimsiz Durumlar
Durumlar E,ve E, ancak ve ancak bagimsiz
ise:

p(E1 M Ez) — p(El)p(Ez)

Es deger tanim (Eger p(E,)>0):
P(E, [ E,) = p(E)
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4 bitlik diizglin rasgele katarlar:

E,: 1ile baglayan katar
E,: ¢ift liceren katar

Ornek:

E, ={1000,1001,1010,1011,1100,1101,1110,1111}
E, ={0000,0011,0101,0110,1001,1010,1100,1111}

E,NE,={1111,1100,1010,1001}
8 J—
S -

| E1 |:| Ez ‘:8 p(El) = p(Ez) =

16
1
Z - p(El)p(Ez)

4 1
|E1ﬂE2|=4 p(ElmEz):E: = E

1
2
1

2

Durum E, ve E, bagimsizdir

Konstantin Busch - LSU
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Bernoulli denemesi:
Iki sonuglu deneyim:
Basari veya basarisizlik
Basari olasiligi: P

Basarisizlik olasihg: q=1—p

Ornek: Hileli para
Basar: = Tura Basarisizlik = Yazi
2 1
p—p(T)—g Q—p(Y)—g
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Bagimsiz Bernoulli Denemeler:

Ardisik Bernoulli denemelerinin
sonuglari birbirlerine bagli degildir

Ornek: Ardigik madeni paralar

Konstantin Busch - LSU 40
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Hileli parayi 5 kere atin

3 tura yapma ihtimali nedir?

2
Tura olasiligr: p= 5 (basart)
3 1
Yazi olasihgr: gq= g (basarisiz)

Konstantin Busch - LSU 41

TTTYY
TYTTY

TYTYT

3'l tura olan 5 bozuk para 5
silsilesindeki siralamak igin
yollarin toplam sayilar:: 3

Konstantin Busch - LSU 42
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Her habgi bir silsiledeki 3 tura ve 2 yazi
durumundaki olasiliklar: p3q2

Ornek olarak:

TTTYY .,
PpPPAqg = p-q

TYTTY .
PAppg = p-q

vwvT
Papap = p-q

Konstantin Busch - LSU 43

3 tura olma olasihgr:

p3q2_|_ p3q2_|_.“_|_ p3q2 — i p3q2
oo

. . 5\ nci
1nci 2nci (:J
Dizi basarisi Dizi basarisi Dizi basarisi

(3 Tura) (3 Tura) (3 Tura)

Konstantin Busch - LSU 44




Hileli bozuk paranin 5 kez atilmast:

Tam olarak 3 tura olma ihtimali:

5 | 3 2
[3]p3q2 :%(%} (%} ~ 0.0086
\ oL

Belirtilen silsileyerlesiminde 3 tura ve 2
yazi elde etme olasiligi

Silsilenin 5 paranin 3'niin fura olarak diizenlemek igin

mumkun OIGH Tum YOHGP Konstantin Busch - LSU 45

Teorem: N bagimsiz Bernoulli denemesinde
K bagari elde etme olasiligr:

n

k ~N—K
Pq
K
Ayrica soyle bilinir
binomial olasilik dagilimi:

. . n K Nn—k
b(kanap)_ k pq

Konstantin Busch - LSU 46
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Ispat: ny . .
Pd
k -
/ \
k basarilari ve N —K Bir dizilimin,
basarisizligiyla belirtilen noktalarda

toplam dizilim sayisi K basarisive n—K
basarisizligr ihtimali

Ornek:

BNBNNB...BBN Ispat sonu
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Ornek: Rasgele ayni ikili katarlar
O bit igin olasilik 0.9
1 bitlik olasilik 0.1

10 bitten 8 bit 0"in olasihgi nedir?
0100001000 gibi

p=09 =01 k=8 n=10

10
b(k;n, p) = (E) phq"* = ( A j(0.9)8(0.1)2 =0.1937102445

Konstantin Busch - LSU 48
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Dogum glin problemi
Dogum glini ¢atigmasi: Ayni gun iginde iki
kisinin dogum glind var

Problem:

Dogum giinii gartismasi ihtimalinin en az
olmasi i¢in kag kisi odada olmalidir?

Varsayim: her hengi bir giinde dogma olasihgi egittir

Konstantin Busch - LSU 49

Bir yilda 366 giin var

Eger insanlarin sayisi 367 veya daha fazla
ise dogum glini gatismasi glivercin yuvasi
prensibiyle onaylanir

Insanlari N < 366 oldugunu varsayalim

Konstantin Busch - LSU 50
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Hesaplamalarda;

Py : Ninsanin hepsinin farkli dogum
gliniine sahip olma olasihgi

Yardimci olasi igin;

1— P, : N insan arasinda dogum giinii
cartismasi olasilig

Konstantin Busch - LSU 51

Ornek uzay:  Kartezyen ¢arpim
S={1,2,...366} x{1,2,... 366} x---x{1,2,....366}

/ |

linci kisinin dogum 2 inci kiginin dogum  n i Kiginin
glind segimleri glind segimleri dogum giindi
segimleri

S={(LL....1),(2,1,....),...(366,366,...,366)}

Konstantin Busch - LSU 52
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Olay kiimesi: Her birinin dogum guni farkl

E=1{(1,2,...,366),(366,1,...,365),...,(366,365,...,1)}

1inci kiginin 2inci kisinin ninci kiginin
dogum dogum giini  dogum giindi

gunu
- #Hsegim #Hsegim secim
Ornek biyukligu: '
| E|=P(366,n) = 360! =366-365-364---(366—n+1)

(366—n)!

Konstantin Busch - LSU 53

Dogum giinii ¢atismasinin olmama olasihgi

o _|El_366:365-364---(366—n+1)
IS 366"

Dogum giinii gatismasi olasihgi:  1—p,

n:22 1— pn z0475
n=23  1-p, ~0.506

Konstantin Busch - LSU 54
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Dogum giinii gatismast olasthg: 1—p,

n=23 1-p, =0.506

Bu ylizden: n > 23 kisinin dogum
catismasinin en az 5 olma ihtimali

Konstantin Busch - LSU 55

Dogum giini problemi analizlerinde
catismalari en aza indirmek igin uygun Hash
tablo boyutu fanimlamalar: kullanihir

Hash fonksiyon ¢atismast: h(k,) = h(k,)

Konstantin Busch - LSU 56
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Randomize algoritmasi:
segimlerin rasgele oldugu algoritmalar
(Ornek: quicksort)

Las Vegas algoritmast:
Ciktilar: her zaman dogru olan randomize
algoritmalar. (quicksort gibi)

Monte Carlo algoritmast:
Ciktilar: bazen dogru olan randomize
algoritmalar (yanhs gikti tretebilir)

Konstantin Busch - LSU 57

A Monte Carlo algoritmasi

Primality_Test(n,k) {

for(i=1 to k){
b <~ random_number(l,...,n)

if (Miller_Test(n,b) == failure)
return(false) //nis not prime
}

return(true) // most likely n is prime

}

Konstantin Busch - LSU 58
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Miller_Test(n,b) {
n-1=2°t
s,t>0, s<logn, tisodd
for (J=0 tos-1){ |
if (b'=1(modn)orb*' =-1(modn))
return(success)
}

return(failure)

Konstantin Busch - LSU 59

nasal sayinda her 1 <b <n igin Miller testini
geger

n
n birlesin sayida Zsayudan daha az igin

1<b<n aralginda Miller testini geger

Olasilik olarak yanlis pozitif: %

Konstantin Busch - LSU 60
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Eger asallik test algoritmasi yanlis ise sayi
kesin olarak asal degildir.

Eger algoritma galistirilmas: dogru ise cevap
yiksek olasilikla dogrudur (say! asal):

K
1—(lj =1—lz1
4 n

k =log, n icin

Konstantin Busch - LSU 61

Bayes Teorem

p(E)=0 p(F)=0

o 1E) pEIF)P(F)
p(E|F)p(F)+ p(E|F)p(F)

Uygulamalar: Makine 6grenmesi
Spam Filtreleri

Konstantin Busch - LSU 62
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Bayes Teorem Ispati:

o(F | E)=% p(ENF)= p(F | E)p(E)
-
P(ENF)
E|F)=———~ =
pEIF) =P P(ENF)=p(E|F)p(F)

_ Y

&

P(F[E)p(E) = p(E[F)p(F)

&

P(E[F)p(F)
F|E)=
p(F|E) o(E)

Konstantin Busch - LSU 63

E=(ENnF)U(ENF)
P(E)=p(EnF)+p(ENF)

(ENF)N(ENF)=0
P(ENF)=p(E|F)p(F)

P(ENF)=p(E|F)p(F)

\ J
Y

&

P(E) = p(E|F)p(F)+ p(E | F)p(F)

Konstantin Busch - LSU 64
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P(E[F)p(F)
P(E)

p(FIE)=

P(E) = p(E | F)p(F)+ p(E | F)p(F)

¢

o(F 1By PEIF)P(F)
P(E| F)p(F)+ p(E| F)p(F)

Ispatin sonu

Konstantin Busch - LSU 65

Ornek: Rasgele kutuyu sectikten sonra
kutudan rasgele topu segin.

Kutul Kutu 2
::.. 0000
"X X
'YX )

Soru:
Eger bir kirmizi top segilmisse, bunun Kutu
I'den olma olasiligi nedir?

Konstantin Busch - LSU 66
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E: Kirmizi top segimi F: Kutu 1 secimi

E: Yesil top segimi F: Kutu 2 segimi

Soru olasithgr: P(F|E)=?

Soru:

Eger bir kirmizi top segilmisse, bunun Kutu
I'den olma olasiligi nedir?

Konstantin Busch - LSU 67

Bayes Teoremi:

PEIF)P(F)
p(E[F)p(F) + p(E |F)p(F)

p(FIE)=

Hesaplamak igin tek ihtiyacimiz:

p(F) p(F) p(E|F) pE|F)

Konstantin Busch - LSU 68
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E: Kirmizi top segimi
E: Yesil top segimi
Kutu 1

p(F)=1/2=0.5

Kutu 1 segme olasilig

F: Kutulsecgimi
F: Kutu 2 segimi
Kutu 2

p(F)=1/2=0.5

Kutu 2 segme olasiligi

Konstantin Busch - LSU 69

E: Kirmizi Top segimi
E: Yesil top segimi
Kutu 1

P(E|F)=7/9=0.777...

Kutu I'den kirmizi top
segme olasiligi

F: Kutulsegimi
F: Kutu 2 secimi
Kutu 2

P(E|F)=3/7=0.428....

Kutu 2'den kirmizi top
segme olasiligi

Konstantin Busch - LSU 70
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o |E) - PEIF)PF)
P(E|F)p(F)+ p(E |F)p(F)

p(F)=1/2=0.5 p(F)=1/2=0.5

D(E|F)=7/9=0.777... D(E|F)=3/7=0.428....

0.777x0.5 0.777

= 0.644
0.777x0.5+0.428x0.5 0.777+0.428

p(FIE)=

Son sonug

Konstantin Busch - LSU 71

Ya daha fazla kutuya sahip olsaydik?

Genellestirilmis Bayes Theorem:
P(E|F;)p(F))
p(F; | E) = —————
> P(E[F)p(F)
i=1

Ornek uzay: S=F UF, U---UF,
\ |
Karsilikl 6zel olaylar

Konstantin Busch - LSU 72
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Spam Filtereleri
Egitim kimesi: Spam (koti) epostalar B

Iyi epostalar G

Bir kullanici egitim kiimesindeki her bir
epostalari iyi veya koti olarak
siniflandirir,

Konstantin Busch - LSU 73

G veB'den olusan kelimeleri bulun.

Ng (W) Ng (W)
W s6zciigii igeren spam W sézclgl iceren iyi
epostalarin sayisi epostalarin sayisi
N, (W) N (W)
—_1B G
pw =5 gy ="M
| B |G|
W sozcugl igeren spam W sozcligii igeren iyi
epostalarin olasilgi epostalarin olasilgi
Konstantin Busch - LSU 74
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Yeni bir X eposta geldiginde

S: X spam olmasi durum

E: Xin W icermesi durumu

nedir?

P(S|E)="?

Eger bu olasilik 0.9 den az ise ret edilir.

Konstantin Busch - LSU 75

oS |E) - PE[SIPS)
P(E[S)P(S)+ P(E |S)p(S)

Hesaplamak igin ihtiyacimiz olan:

pS)  pS)  p(E|S) p(E \S)
_ Ng(W) _ Ng(W)
05 05 PpW="F g e

Basitlestirilmis

Egitim kiimesinden hesaplanan
varsayim

Konstantin Busch - LSU 76
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Ornek:
"Rolex" kelimesi icin egitim kiimesi:

"Rolex" 2000 spam e-postalardan
250'sinde gergeklesir.

"Rolex" 1000 iyi e-postanin 5'inde goriiliir.

Eger yeni e-posta "Rolex" kelimesini
igeriyorsa, bunun spam olma olasiligi nedir?

Konstantin Busch - LSU

"Rolex" 2000 spam e-postalardan
250'sinde gergeklesir.

ng (Rolex) =250
ng(Rolex) 250 0125

Rolex) = = —
P( ) | B| 2000

"Rolex" 1000 iyi e-postanin 5'inde goriiliir.

ng (Rolex) =5

ns(Rolex) 5 _0.005

Rolex) = =
a ) |G| 1000
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Eger yeni e-posta "Rolex" kelimesini
igeriyorsa, bunun spam olma olasiligi nedir?

S: X'inspam durum

E: "Rolex" kelimesi iceren X durumu

P(S|E) =2
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0(S |E) = P(EIS)PGS)
P(E[S)P(S)+ P(E[S)P(S)

Hesaplamak igin olan ihityacimiz

pS)  pS)  p(E|S) p(E|S)

I B

0.5 05 p(Rolex)=0.125 q(Rolex)=0.005

Basitlestirilmis  Egitim kiimesinde hesaplanan
varsayim
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0.125-0.5 _0.125

= = =0.961...
0.125-0.5+0.005-0.5 0.13

P(S[E)

Yeni e-postalar spam olarak kabul edilir.
Clnki:

D(S|E)=0.961 >0.9 spam esigi
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Daha iyi spam filtreleri igin iki kelime kullanir:

0(S|E, NE,) = P(E, [S)P(E, |S) _
P(E, [S)P(E, |S)+ p(E, |S)p(E, [$)

Varsayim: E, ve E, bagimsizdir
Iki kelime bir birinden
bagimsiz gorindr
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