1 Fourier, Tayf

Dogrusal sistemlerin, girigindeki isaretlere verdigi tepkiyi daha kolay analiz edebilmek i¢in, giris
isaretlerini daha kolay analiz edilebilecek alt-igaretlerin toplami seklinde yazabilmeyi isteriz. Sistem
dogrusal olunca, sistemin her bir alt-isarete verdigi tepkilerin toplami ¢ikti isaretini verir. Burada, alt-
isaretten kastimiz, daha basit, sistem tepkileri kolaylikla hesaplanabilir (ya da bilinen) isaretlerdir.
Ornegin, h(t) sistemin birim diirtii tepkisi, g;(t) (n = 0,...,N — 1) N adet alt-isaret ve sistem girdisi
x(t) = ¥N=1 g, (¢) olsun. Bu durumda, sistemin her bir g, (t) isaretine verdigi tepki y, (t) = g, (t) *
h(t) biliniyor ya da kolay hesaplanabiliyorsa, ¢ikis (tepki) isareti de y(t) = XN=2y, (t) olur. O nedenle,
isaretleri 6zellikleri bilinen g, (t) fonksiyonlarinin

N-1

x(t) = Z angn(t) (1.1)
n=0
dogrusal toplami seklinde yazabilmeyi isteriz. Burada, a,, sabitleri g,, (t)'nin agirligi/siddeti/genligidir.
Agik 6rnek olarak go(t) = 1, g,(t) = cos(mt) ve g,(t) = sin(2mt) olmak lizere,

x(t) = 0.3 + cos(mt) + 0.6sin(2mt) olsun. Yani, ap = 0.3, a; =1 ve a, = 0.6 dir. Sistemin 0
frekansli (DC) girdiye ve 0.5 ve 1 frekansli siniis isaretlerine tepkileri biliniyorsa, ki bunlar y;(t) (i =
0,1,2) olsun, sistem ¢iktisi, dogrusallik geregi, kolaylikla y(t) = 0.3y,(t) + y,(t) + 0.6y, (t)
seklinde yazilabilir.

Bu islem her ne kadar kolay goriiniiyorsa da asil zorluk x(t)'yi tepkileri bilinen pargalara ayirmak
ve a, agirliklarint bulmaktir. Daha sistematik bir yontem ise karakteristikleri bilinen sonsuz adet
dogrusal bagimsiz g, (t) seti iizerindeki a,, agirliklarini hesaplamaktir. En ¢ok bilinen g, (t) seti
siniisoidal igaretlerden olusmaktadir; g, (t) = cos(2rf,t + ¢;) ve (n=10,1,...,0). Yani x(t)'yi

[oe]

x(t) = Z aycos(2mfpt + @y) (1.2)

n=0

seklinde yazmaya ve a,, f,, Ve ¢, sabitlerini bulmaya ¢alisacagiz. Burada isi biraz daha basitlestirelim
ve f,,'lerinin birbirlerinin tam kat1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, sonsuz adet siniisoidalin iginden



secilen iki tanesinin birbirlerine dik olmasi (dogrusal bagimsizligl) i¢in her zaman bir ortak peryot
bulunabilir. Tabi ki birbirlerinin tam kat1 peryoda sahip iki siniisoidalin toplami, genlik ve fazlarindan
bagimsiz olarak, yine peryodik bir igarettir. Sifir frekanslh olan disinda en diisiik frekansli siniisoidalin
frekansi f; ve digerleri de onun n tam kat1 olursa, yani f,, = nf; olursa, tiim siniisoidaller birbirlerine
1/f; stiresince dik olurlar.

Dikligi ve dogrusal bagimsizligi neden 6nemsiyoruz?: Ciinkii bu durumda x(t)'yi en az sayida
siniisoidal ile temsil etmis oluruz. Kompleks diizlemde 7 ve j gibi iki temel vektoriin dogrusal toplamlari
ile diizlemdeki olas1 tiim vektorleri temsil edebilecegimizi hatirlayiniz. k gibi yine ayni diizlemde olan
iigiincii bir vektoriin de temsilde kullanilmas: gereksizdir. Ciinkii k vektdrii de 7 ve J ile temsil edilebilir.
Burada da iki siniisoidalin dogrusal toplami ile elde edebilecegimiz bir isareti, yine bu iki sintisoidal ile
ifade edilebilecek ti¢iincii isareti dahil edip 3 adet isaretin dogrusal toplamindan elde etmek anlamsiz ve
yararsizdir.

fn = nf; kabullenmesi yaptigimizda dolayli olarak x(t)'nin de peryodik oldugunu varsaymus
oluyoruz. Ciinkii aralarinda f,, = nf; iliskisi olan N adet peryodik igaretin (siniisler) dogrusal toplami
da, fazlarindan bagimsiz olarak) peryodik olur. Bu durumda (1.2)'yi

x(t) = Z b, cos(2mnf;t) + Z cp sin(2unfit) (1.3)
n=0 n=0

seklinde yazabiliriz. Burada, a, cos(2rnnfit + ¢,) = b, cos(2nnf;t) + c, cos(2nnfit) seklinde
ayirarak kosiniisiin fazini i¢ terim olmaktan g¢ikardik. Biliyoruz ki, ayni frekansl iki siniisoidalin

dogrusal toplami yine ayni frekansta ¢, = tan~1(c, /b,) fazinda ve a,, = /b2 + c2 genliginde bir
sintisoidaldir.

Ozet olarak, periyodik bir x(t) isaretini sonsuz adet siniisoidal isaretin toplamu seklinde yazmaya
calistik. Burada f; x(t)'nin temel frekansi yani, x(t)'nin peryodu T olmak iizere f; = 1/T'dir. Diger
siniisoidal bilesenlerin frekanslarinin da f,, = nf; oldugu goriiliiyor. Ayrica, eger b,, Ve c,, katsayilarim
bulabilirsek, bu siniisoidallerin fazlar1 ve genliklerini de hesaplayabilecegiz. b, ve c, katsayilarini
bulmak, "x(t)'nin iginde cos (2mnf;t) ve sin(2mnf;t) isaretlerinden ne kadar var?" sorusunun cevabini
bulmaktir, ki bu sorunun cevabini (en azindan nasil hesaplanacagini) 6nceki boliimde gordiik. Yapmak
istedigimiz, (x(t), cos(2nnfit)) ve (x(t), sin(2nnf;t)) izdiisimlerini bulmaktir;

T
b, = (x(t),cos(2nnfit)) = f x(t) cos(2nnfit) dt

OT (1.4)
cp = (x(t),sin(2nnfit)) = f x(t) sin(2nnfit) dt.

0
n=0ikenc, =0ve b, = fOT x(t)dt oldugunu goriiyoruz. Bu sifir frekansli (DC) bilesenin nun daha
once Error! Reference source not found.'da gérdiigiimiiz ortalama deger islemine benzemesi i¢in 1/T
ile normalize etmemiz gerektigini de gorliyoruz. Bu durumda



by = %LTx(t)dt (1.5)

yazildiginda diger (n # 0) bilesenlerin de normalize edilmesi gerekir. Aslinda katsayilar
hesaplandiginda ¢cogunlukla bizi ilgilendiren kismi bilesenlerin birbirlerine gore biiyiikliikleridir. Yine
de, isaretin zaman alaninda bir peryod icindeki enerjisinin katsayilarin1 buldugumuz siniisoidallerin
enerjileri toplamina esit olmasini isteriz. Hatta x(t)'nin ¢ift fonksiyon olmasi durumunda sin(.)
bilesenlerin katsayilarinin sifir, tek fonksiyon olmasi durumunda da cos(.) bilesenlerin katsayilarinin
sifir olmasini isteriz. Yani n # 0 i¢in izdlisiim integrallerini

2 T/2
b, = —f x(t) cos(2mnt/T) dt
T 1/
(1.6)

T/2
Cp = —f x(t) sin(2nnt/T) dt.
T 12

seklinde yazariz.

Denklem (1.6) ile buldugumuz katsayilara gergek degerli Fourier Serisi katsayilart ismi verilir. Bu
katsayilari/agirliklar (1.3)'te yerine koyarsak periyodik isaret x(t)'yi elde ederiz. Yani x(t) periyodik
isaretini sonsuz adet siniisoidal isaretin toplamu ile ifade etmis olduk.

Denklem (1.6)'y1

el + e /7
cos(z) = —
1.7
e (1.7)
sin(z) = 7z
Euler denklikleri ile yeniden yazdigimizda
1 (T2 .
a, = —f x(t)e 72mt/T gt (1.8)
T) 1/,

gercel kismi b,'ye sanal kismi c¢,'ye esit olan karmasik a,, katsayilari veren ifadeyi elde ederiz.
Benzeri sekilde (1.3) agirlikli toplam ise

[oe]

x(t) = Z a, e 2mt/T (L.9)
n=—oo
haline gelir. Buna Karmasik Fourier Serisi toplamu ismi verilir. Temel olarak Gergel Fourier Serisinden
bir farki1 yada kolaylig1 yoktur. Ayni frekanshi cos(.) ve sin(.) isaretlerinin genlikleri sirasiyla gergek
ve sanal kisimlar olmak iizere bir karmasik say1 olarak incelenir. Aslinda, Devre Analizi ve Enerji
derslerinden da hatirlayacagimiz tizere herhangi bir sintisoidal isaret aym frekansli cos(.) ve sin(.)



isaretlerinin dogrusal toplamiyla olusturulabildiginden bu siniisoidal isareti bir fazér olarak
gosterebiliyorduk. Buradaki a,, katsayilar1 da 2rnnt /T frekanslarindaki siniisoidallerin fazorleridir.

Ornek:

Sekil 1.1'de verilen kare dalganin Fourier Serisi katsayilarini hesaplayalim.

4 x(t)

A
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T

Sekil 1.1. Simetrik dikdortgen darbe treni (kare dalga).

Islem aslinda peryodu T olan verilen peryodik isareti (kare dalga) yine peryodik isaretler olan
cos(.) ve sin(.) isaretlerinin toplamu cinsinden yazmaktir (1.3). Yani kare dalganin, frekanslar1 1/T ve
katlar1 olan siniisoidaller lizerindeki izdiisiimlerini hesaplayacagiz.

b, = ;f_TT/fZ x(t) cos(2nnt/T) dt = %[— f_OT/Z cos(2nnt/T) dt + fOT/z cos(2nnt/T) dt]=0

Bu sonug bizi sasirtmamali, ¢iinkii verilen kare dalga bir tek fonksiyondur ve cift fonksiyonlar
(deger eksenine gore sol ve sag taraflari simetrik) tizerindeki izdiistimii sifirdir. Dolayisiyla, cos(.) de
cift fonksiyon olduguna gore, zaten hi¢ hesap yapmaya bile gerek olmadan sonucun sifir oldugunu
soylemeliydik. b, yani ortalama degerin de, hesaplamaya gerek duymadan, sifir oldugunu goriiyoruz,
ciinkii fonksiyonun +1 ve -1 deger aldig: siireler esittir. Tabi bu durumda c, katsayilarinin sifir
olamayacagini hemen soyleyebiliriz.

Cp = %f_TT//ZZ x(t) sin(2nnt/T) dt = %[— f_OT/Z sin(2mnt/T) dt + fOT/z sin(2rnt/T) dt]

Cp = é [[cos(Znn/T)](lT/z — [Cos(27m/T)]€/2] =L [(1 = cos(mn)) — (cos(mn) — 1)]

nm

0, ngiftise

2
¢, = n_n(1 — cos(mn)) = {% ntek ise’

b, ve cy'leri hesapladigimiza gore (1.3)'te yerine koyarak verilen kare dalganin siniisoidaller
cinsinden ifadesini yazabiliriz;

xX(t) = Ymeo by cosunt/T) + Yoo Cn Sin(2unt /T)

o 4 .
x(t) = Zn=1_3‘___Esm(2nnt/T).



Yani, kare dalgamiz n = 1,3,... olmak {izere sonsuz adet % genlikli 2mn/T frekansh siniis

isaretlerinin toplamindan olusmaktadir. Ayni hesabi (1.8) ve (1.9)'u kullanarak yaparsaniz da sonucun
ayni oldugunu gorebilirsiniz. Bu siniis isaretlerinin genliklerini n'e gore ¢izersek Sekil 1.2'yi elde ederiz.

X
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Sekil 1.2. Kare dalgay1 olusturan siniislerin genlikleri.

Sekil 1.2'de siniislerin frekanslarmi da gosterdik. Burada, kare dalganin peryodu T arttikca
bilesenlerin arasindaki frekans farkinin azaldigini, bilesenlerin sifir frekansina dogru yaklasacagim
gorebiliriz.

Ornekteki gibi sonsuz adet siniis isaretinin toplaminin kare dalga olacagimi anlamakta zorluk
cekebiliriz. Bunun i¢in 6rnekteki en diisiik frekansh birka¢ bilesenin toplamii gosteren Sekil 1.3'e
bakalim. Burada 4 adet (n=1,3,5,7 i¢in) siniis isareti ve sirasiyla toplama eklenerek olusan isaretler
gosterilmektedir. Anlasilacagi tlizere ¢ok az bilesen dahi eklendiginde toplam isaret kare dalgaya
benzemeye baslamaktadir. Ancak yine agiktir ki, sonsuz adet bilesenden bazilar1 eklenmez ise (en diisiik
genlikte olanlar bile) kare dalga olusturulamaz. Ornegin girisinde ideal kare dalga olan bir sistem, bu
bilesenlerden bazilarini (6rnegin yiiksek frekansta olanlari) gegirmiyor ise, ¢ikisinda ideal kare dalga
gormemiz imkansizdir. Sistemin tek tek bu bilesenlere karst davramisini/giktisini  biliyorsak,
dogrusalliktan dolay1, kare dalga uyguladigimizda ¢iktiy1 hesaplayabiliriz.
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Sekil 1.3. Sintislerin kare dalgay1 olusturmas.

Ornek:

Sekil 1.4'de verilen dikdortgen dalganin Fourier Serisi katsayilarini hesaplayalim.




Sekil 1.4. Dikdortgen darbe treni (dikdortgen dalga).

A s(0)

o~

A A

Bu isaretin 6nceki kare dalgadan pek bir farki yok. Kare dalga dikddrtgen dalganin 6zel bir durumu.
Ayrica bu ornekteki dalga dikey eksene gore simetrik, yani siniis izdiistimleri (a,) sifir gikacak.
Ortalama degerin de sifir olmayacagin sekilden goriiyoruz;

1 0T A (T, AT,
bo = Jy s(®dt = [P dt ==F.

Kosiniis izdiigimleri ise

24 Ty /2
T _Tp/z

b, = ;fT/Z s(t) cos(2nnt/T) dt =

(2mnt/T) dt = 2= sin(2me/m)| "
-T/2 cos(iZmn = Sinsnn 1,2

by = 22 sin(nnT,,/T) = 22 sinc(wnT,/T) seklinde bulunur.
Tabi ki temel (fundamental) frekans her zamanki gibi f; = 1/T.

Simdi de A = 1/T,, yapalim (darbe altinda kalan alan sabit olsun - birim diirtii fonksiyonunun

tanimindan) ve T=1 alip T,,/T'nin farkli oranlari igin by, katsayilarini gizelim (Sekil 1.5). T?p = 0.5 i¢in

daha 6nce hesapladigimiz kare dalga katsayilarindan pek farkli degil (farki bulunuz). Ancak % orani
azaldikca, yani temel frekans ayni kaldig1 halde darbe genisligi giderek azaltildikga, grafigin diizlestigini
goriiyoruz. Buradan sdyleyebiliriz ki, T?p sonsuz kii¢iik oldugunda, yani darbeler birim-darbe (Dirac-

delta) olunca grafik biiyiikliikleri ayni1 olan birim diirtiilerden olusacak. Darbeler arasi ise f; = 1/T
olarak kalacak.
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Sekil 1.5. Dikdortgen dalganin farkli Tp/T oranlar igin bilesen katsayilari.

Fourier Serileri peryodik fonksiyonlara uygulanabiliyor. Tabi ki uygulamada pekg¢ok isaret

peryodik degildir, hatta ¢ogu durumda rastgelelikler igerdiklerinden dolayr fonksiyon seklinde

yazilamazlar. Peryodik olmamas1 durumunda peryodu sonsuza gotiirerek limit durumu incelenebilir ve

benzeri sekilde sonsuz adet siniisoidal igaretin toplami yazilabilir.




Peryodun sonsuz biiyiik (T — o) olmasi durumunda f; = 1/T oldugundan, hem temel frekans f;
hem de sinusoidal bilesenler arasindaki frekans farki Af sonsuz kiiciik olur (Af — df). Boylelikle,
(1.9)'u kesikli toplam yerine siirekli toplam, yani integral seklinde yazabiliriz;

oo

x(t) = fX(f)efZ”ftdf. (1.10)
Burada a,, = X(f) ve n/T - f doniisiimlerini/notasyonlarin1 da gorebiliyoruz. Katsayr bulma
korelasyon integrali (1.8) de

(o]

X(f) = fx(t)e‘jznftdt (1.11)
halini alir. Tabi ki, bu doniisiimleri sadece aperyodik fonksiyonlar ig¢in yapmak zorunda degiliz,
peryodik fonksiyonlar igin de peryot sonsuzmus gibi diisiiniilebilir. Ancak artik fonksiyonun
peryodikliginden bagimsiz olarak herhangi bir frekans araliginda sayilabilir sayida siniisoidal degil,
sonsuz adet siniisoidal olabilecegini diisiinmeliyiz. Eger isaret peryodik ise bu araliktaki enerji
sayilabilir sayida bilesene dagilir ve her bilesendeki enerji farkli biiyiikliikte sonsuz olur. Hem hepsine
sonsuz deyip hem de farkl biiytikliikte olabileceklerini sdylemek biraz tutarsiz gibi goriinse de, ayni
frekansta ama farkli genlikte iki siniisoidali diisiindiiglimiizde, her ikisinin de enerjisinin sonsuz
oldugunu ama yiiksek genlikte olanin daha fazla gii¢ icerdigini aklimiza getirelim.

Denklemler (1.11) ve (1.10)'daki islemlere sirasiyla Stirekli Zaman Fourier Doniisiimii ve Stirekli
Zaman Ters Fourier Doniigiimii ismi verilir. Daha sonra goérecegimiz kesikli zamandaki benzeri
islemlerin baglamda olmadig1 zamanlarda da sadece Fourier Doniistimii ifadesi kullanilabiliyor.

Fourier Doniigiimiiniin fonksiyon/isaret analizinde onemli bir yeri vardir. Doniisim ve ters
dontisiimiin birebir oldugunu vurgulamak i¢in x(t) & X(f) yazilir. Yani x(t)'nin tek bir Fourier
Doniigiimii vardir, aymi sekilde X (f)'in de tek bir Ters Fourier Doniisiimii vardir. x(t)'nin Fourier
Doniigiimiiniin X(f) oldugunu ve X(f)'in Ters Fourier Doniisiimiiniin x(t) oldugunu sdylemek i¢in
X(f) = F{x(®)} ve x(t) = F~HX(f)} ifadeleri kullamlir. Genel olarak doniisen fonksiyon kiigiik
harfle doniisiim sonucu ise bilylik harfle gosterilir. Tabi ki, Fourier Déniisiimii dogrusal birebir doniisiim
oldugundan, miihendisligin her alaninda (elektriksel isaret olmasi gerekmeden) kullanilabilmektedir.
Ornegin x(t)'yi zamanin bir fonksiyonu olarak diisiinmeye alismisiz, ancak, u(d) uzakhigin bir
fonksiyonu olabilir ve Fourier Dontisiimii olan U(h) de uzamsal frekanslardaki genligi gosterebilir.
Genel olarak doniistimler incelenecek fonksiyonu dik fonksiyonlarin dogrusal toplami seklinde ifade
ederek baska bir a¢idan bakabilmemizi saglarlar. Fourier Doniisiimiiniin elektrik-elektronikteki dnemi
ise bu dik fonksiyonlarin yine elektrik-elektronikte daima karsilasilan siniisoidal fonksiyonlar olmasidir.

Hem x(t) hem de X(f) genel olarak kompleks degerlidirler. Her noktada degerleri a(f) + jb(f)
(yada c(t) + jd(t)) seklinde gercek ve sanal kisimlardan olusur. Gergek ve sanal kisimlarini ifade
etmek i¢in cogunlukla a = Re{.} ve a = Im{.} yazilir. a + jb'nin temsil ettigi f frekansindaki

siniisoidalin fazi1 tan~1(b/a) genligi ise Va2 + b? dir. Genlik ve faz sirastyla | X (f)| ve (X (f) ile
gosterilirler. Ornegin u(.) zaman yada frekans alaninda bir kompleks fonksiyon olsun;

Re{u(.)} fonksiyonun ger¢ek kismini,



Im{u(.)} fonksiyonun sanal kismini,
|u(.)| fonksiyonun genligini ve

(u(.) fonksiyonun faz agisini gosterir. Tiim bu degerler zamanin, frekansin yada u(.)'nun bagh
oldugu degiskenin bir fonksiyonu olabilir.

Tablo | Fourier Doniistimiiniin en ¢ok bagvurulan 6zelliklerini ispatlamadan listelemektedir.

x(t) & X(f) ise
Dogrusallik 1%1(t) + x5 (t) © 1 X1 (f) + . X5 (f)
Zamanda kayma x(t —ty) © X(f)e /2™ to
Olgekleme x(at) © X(f/a)/lal
Evrisim f x()y*(t —1)dt © X(H))Y ()
Kipleme x()y(t) fX(r)Y(f —1)dt
Otokorelasyon Ry (1) = f x(t)x(t — 1)dt © |X(f)|?
ikilik X@t) & x(=f)
Rayleigh enerji f lx(®)|?dt = f IX(H12df
if x(t) is real (Im{x(t)} = 0)
o X(H=x"(-f)
Eslenik simetrisi IX(F)| = [X(=F)| cift fonksiyon
(X(f) = —(X(—f) tek fonksiyon
o FIFO) = 2(-0
Dontistim dongiisii p {T {T {T {x(t)}}}} = x(t)

Fourier Doniislimiiniin 6zeliklerini kullanarak bazi 6zel fonksiyonlarin Fourier Dontisiimiinii
bulalim.

Ornek: Birim diirtii fonksiyonu §(t)'nin Fourier Déniisiimii; A(f) = fjooo 5(t)e /2™ tdt
(doniisimiin tanimin1 kullandik). §(t) sadece t = 0'da sifirdan farkli oldugu i¢in A(f) = fjooo d(t)dt.
Birim diirtiiniin tanim1 geregi, altinda kalan alan 1 oldugu i¢in A(f) = 1 yazabiliriz. Yani §(t) & 1.
Ikilik &zeligini kullanarak da, 1 < §(f) yazilabilir (soru: "birim diirtii, genlikleri 1 olan sonsuz adet
siniis isaretinin toplamindan olugmaktadir" diyebilir miyiz?). Zamanda kaymus birim diirtiiler i¢in ise
doniisiimiin zamanda kayma 6zeligini kullanarak dogrudan §(t — t,) © e /2™t yazlabilir.



1 [t <T/2
Omek: TI(t) ={2 t=0
0 |t|>T/2

seklinde verilen dikdortgen darbenin Fourier Doniisiimiinii bulmak igin yine doniigiimiin tanimini
kullanalim. Bu isaret haberlesme sistemlerinde oldukc¢a sik kullanilmaktadir ve kapi (gate) fonksiyonu
olarak adlandirilmaktadir.

°) T/2
. . -1 . .
G(f) = f (e /2 de = f eIt = e (e ITIT — eI71T)
—00 -T/2

elz_e—jz

sin(z) = Euler denkligini kullanarak G(f) = n—lfsin(nfT) bulunur. Yani I1 (%) o

Tsinc(fT). Kapi isareti ve Fourier dontisimi Sekil 1.6'te ¢izilmistir.
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Sekil 1.6. Kapi isareti ve Fourier doniistimii.

Ornegimizdeki kap1 isaretinin Fourier doniisiimiinde dikkati ceken bir nokta onu olusturan
kosiniisler tiimiiniin fazlarmin sifir yada 7 olmasidir. Dolayisiyla ¢izimde, Fourier Doniisiimiiniin
karmasik sayilar vermesi beklentimize ragmen, mutlak deger (genlik) kullanmak zorunda kalmadik.
Tabi ki bu durum baglangigta kapi isaretimizi dikey eksene gore simetrik almamizdan olustu. Frekans
alaninda hemen her zaman olarak isaretlerin mutlak degeri cizilir (Sekil 1.7). Bazen de isaret ile yatay
eksen arasi dolu sekilde gizilir. Bu gizimlere frekans tayfi, yada kisaca tayf ismi verilir. Pratik
uygulamalarda ise isaretin logaritmasi (dB, dbW cinsinden) ¢izilir (Sekil 1.8). Log-genlik tayfi
cizildiginde yatay eksen dikeye gore 0 seviyesinde olamayacagindan hangi seviyede oldugu belirtilir.
Hemen hemen tiim pratik uygulamalarda frekansin negatif oldugu kisim ¢izilmez, ¢iinkii gergek
isaretlerin tayf simetrisinden dolay1 pozitif kisim ile aynidir. Eksenler ¢izilmese de 6nemli kafes
cizgileri gosterilir. Ornegin Sekil 1.8'daki -5 seviyesi ile -4 seviyesi arasindaki fark 10 kattir (10 ve
10%).
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Sekil 1.7. Kapi isaretinin genlik tayfi.
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Sekil 1.8. Kapi isaretinin log-genlik tayfi.

Ornek: Gergel x(t) tabanbant isaretinin bant genisligi B olsun ve Fourier doniisiimii X (f) grafik
olarak verilmis olsun (6rn. Sekil 1.9b). Kipleme 6zeligini kullanarak x(t)cos(2mf,t)'nin tayfim f, >
B i¢in ¢izelim. Kipleme 6zeligi iki isaretin Fourier doniigiimlerinin (frekans alaninda) evrigimini
soyliiyor; Y (f) = F{cos(2mf,t)} olmak lizere

x(t) cos(2nf,t) & f X(@Y(f —1)dr.

Burada t zaman alaninda degil frekans alanindaki kaydirmalardir. Tabi X(f) verilmedigi igin
evrisim integralini hesaplayamayacagiz. Ancak, Y (f)'yi hesaplayip, evrisimi grafik olarak
kestirebiliriz;

Y(f) = [ cos(2nf.t) e /2™ tdt = % JZ (€77 + e7I7)e 72t dt (Buler denkligi (1.7)Yi
kullandik).

Y(f) = 3 (@20 4 20N de = 25(f ~ f) +36(F + fo).

Yani sintisoidal isaretin tayfi, Sekil 1.9a'da gosterildigi gibi, —f, ve +f, frekanslarinda Y2
biiyiikliigiinde birim diirtiilerden olusmaktadir. Bu durumda, birim-darbenin eleme 6zeligini
kullanarak



x(t) cos2mfet) & X (f = f2) +3X(f +£2)

yazabilir ve Sekil 1.9c'deki frekans tayfini ¢izebiliriz.
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Sekil 1.9. Kipleme 6rnegi. a) Kosiniis isaretinin tayfi, b) 6rnek X (f) tayfi, ) iki tayfin evrisimi.

Ornek : Sekil 1.10'da verilen dikdértgen dalganin Fourier Doniisiimiinii bulalim. (not: birgcok
kaynak buna kare dalga diyebilmektedir. Bu Kitapta ise T,, = T /2 olan (olas1 iki durumun siirelerinin
esit oldugu) isarete kare dalga diyoruz. Kare dalga dikdortgen dalganin 6zel durumudur).

px(2)

A
A
A
\

Sekil 1.10. Dikdortgen darbe treni (dikdortgen dalga).

Tek bir dikdortgen darbeye AH(TL) dersek, dikdortgen darbe treni x(t) = Ype_ oo AI'I(Ti —nT)
14 p

seklinde yazlabilir (isaretin 6zelligini korumasi igin T, < T ve A > 0 varsayalim). Fourier

Déniisiimiiniin dogrusalligii ve zamanda kayma 6zeligi u(t — nT) © U(f)e /2™ i kullanarak,



dikddrtgen darbenin Fourier Doniisiimii U(f) = ATysinc(fT,) = % (e/™ Ty — IS Tv) olmak

uzere
X(f) = Xnero U(f)e /2HmT

yazabiliriz. Agarsak,
X(f) = ATysinc(fTy) Yeew e /2T = ATy sinc(fTy) Ypeo(e/2™WMT + e~12m/1T)
= 2ATpsinc(pr) Y=o cos(2mfnT) yada

A o) i i .
X(f) = m2n=_m(e1”ﬁ"p —e Jﬂpr)e j2mfnT

= %Z;?:_w(ejnf@p—m) — e=Inf (y+2nD))

=y jzfr(;?;izgr) Jjrf (Ty+2nT) _ e—jn’f(Tp+2nT))
p

= Yo w(Ty + 2nT)sin(nf (T, + 2nT))
X(f) = Xm0 ATysin(nf (T, + 2nT)) elde ederiz.

Birseyler bulduk ama nasil yorumlayacagiz? Elektronik 6grencileri olarak bir¢ok seyin daha basit
ifade edilebilecegi beklentisi icindeyiz. Bu frekans karakteristiginin nasil ¢izilebilecegi hakkinda pek
bir fikrimizin olmadig1 kanisindayim. O halde baska bir yol deneyelim. Periyodik isaretlerin Fourier
Serileri (yani sin-cos fonksiyonlar1 yada kompleks tistel fonksiyonlarin toplami) seklinde ifade
edilebilecegini gormiistiik. Isaretimiz de (dikddrtgen dalga) bir periyodik isaret olduguna gore 6nce
onu Fourier Serisi seklinde yazalim;

AT, nnT, ;
— ] 14 - — &) 2nnt/T
an = — smc( - ) olmak iizere x(t) = ¥ _., a,e/2™/T,

Genel olarak a,,'in komplex sayilardan olustugunu biliyoruz ama n=0 darbesini dikey eksene gore
simetrik secersek a,'in sanal kisminin yukaridaki gibi sifir ¢ikacagini da biliyoruz. Ayrica, komplex
Fourier serisi katsayilar1 a,,'in aslinda daha 6nce hesapladigimiz gergel Fourier serisi katsayilar1 olan
b, 'in yarist oldugunu goriiyoruz (2 ¢arpani yok). Bu, gercel seride n=0...co, ama komplex seride n=-
0...00 olmasindan.

Biliyoruz ki toplamin Fourier Déniigiimii, dogrusalliktan dolay1, ayr1 ayr1 doniisiimlerin
toplamidir. Yani sonsuz toplam igindeki e/2™/T nin Fourier Déniisiimiinii hesaplay1p yerine
koyacagiz ve x(t)'nin Fourier Doniisiimii hesaplanmis olacak. Yani,

X(f) = F{x(©)} = F{Zm—wane/ ™/} = 320, a, F{e/2™/T} gibi.

Kompleks iistel terimin Fourier Doniisiimiinii alistirma olarak hesaplayabiliriz ama basit oldugu
i¢in bir doniisiim tablosundan bakalim ve F {ej 2mnt/ T} =6 ( f—- g) yazalim. Bu durumda dikdortgen

dalganin Fourier Doniisiimii olarak



[oe]

X =) as(f-7) (112)

n=-—oo

elde edilir. Yani frekans eksenine f; = % araliklartyla yerlesmis ve biiyiikliikleri a,, ile belirlenen

sonsuz adet dirac-delta darbelerimiz var. a,, ¢arpanlari ise A, n, T, ve T ile belirlendigi i¢in bu
parametrelerin verildigi 6zel durumlar disinda belirgin bir ¢izim yapma imkanimiz yok.

Bir 6zel durum olarak x(t)'yi T araliklariyla yerlestirilmis sonsuz adet birim diirtii secelim. Yani
A =1/T, veT, — 0 olsun. Bu durumda

ATy nnT, 1 ..
a, = lim —smc( p) = = olur. Boylece
Ty—0 T T T

X(H =5 Z f-7) (113)
n=—oo
elde ederiz. Yani zaman alanindaki T aralikli birim diirtii treninin Fourier Doniigiimii frekans alaninda
1/T aralikli birim diirtd trenidir. 1/T ise sadece bir enerji koruyucu sabit carpandir (Sekil 1.11). Bu
sonucu daha sonra 6rnekleme boliimiinde kullanacagiz.
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Sekil 1.11. Birim diirtii treni ve Fourier Doniistimii.









