9 Kanal Kodlama

Bir tamidigimizla kalabalik ve giiriiltiilii bir yerde karsilastigimizi ve konusmaya calistiginizi
varsayalim. Ancak, ortam giiriiltiisiinden dolay1 birbirinizin climlelerini tam olarak anlayamadiginizi
g0z Oniine getirelim. Problemi gidermek i¢in, beraberce daha sakin bir ortama ge¢mek diginda, karsilikli
iletisimi daha saglikli hale getirmek i¢in birkag secenek vardir; Daha yiiksek sesle konusmak, climleyi
anlamadiginizda bunu belirtip tekrar edilmesini saglamak, veya daha kolay anlasilir sekilde yavag ama
i¢cinde bol tekrar barindiran climleler kurmak. Tabi ki bu ii¢ 6nlemi beraber alabilirsiniz. Benzeri durum
elektronik haberlesmede de karsimiza cikabilir. Bahsedilen onlemlerin elektronik haberlesmedeki
karsiliklart;

- Isaret giiciinii arttirmak,

- Alicinin, igareti tam algilamadig1 durumda bunu vericiye ileterek son kismin tekrar edilmesini
saglamak,

- Tletisim lzini diisiirmek ve/veya gonderilen isaretin icine tekrarlilik eklemek.

Bunlarin hepsi, kendisini degistiremeyecegimiz ortamin igindeki, isareti bozucu etmenlerin
iletisimi kotii yonde etkilemesi ve alicida hataya sebep olmasima karsi alinan 6nlemlerdir. Isaretin
giiciinii arttirma segenegi basitce Isaret/Giiriiltii oranin1 (SNR: signal to noise ratio) arttiracagindan,
isaret giliciiniin yasalar ve yonetmelikle sinirlandirildigi durumlar diginda her zaman yapilabileceginden,
bu boliimde diger iki secenegi inceleyecegiz.

Gonderilecek veri i¢inde her zaman bir tekrarliik bulunur. Aymi bilgiyi daha az veri ile
tagimak/saklamak i¢in 2.Veri Stkistirma bolimiinde gordiigliimiiz yontemler kullanilir. Bunlar, veri
icindeki tekrarlilign azaltirlar. Simdi de, bu tekrarliligi arttirarak iletisimi daha kolaylastirmayi
diisiiniiyoruz. Bu bir ¢eliski gibi goriiniiyor. Ancak, normalde veri i¢inde bulunan tekrarlilik, verinin
alict tarafinda anlagilmasini kolaylastirict sekilde degildir, genellikle ise yaramaz. Bu bolimde
deginecegimiz tekrarlilik, veri tarafindan taginan bilgiyi verinin farkli noktalarina yayarak, bir boliimii
bozuldugunda diger boliimlerini kullanarak diizeltmeye ya da en azindan bozuldugunu anlamaya
yoneliktir. Tekrarliligi azaltma islemine kaynak kodlama (source coding) demistik. Faydali tekrarlilik
ekleme islemine de Kanal Kodlama (channel coding) ismi verilir.

Faydali tekrarlilik ekleme (ve alicida ¢ikarma) islemi baslica sekilde yapilir;

- Alinan veri i¢inde hata olup olmadigini bulma,
- Veri iginde tespit edilen hatalar1 diizeltme.

Bu iki yaklagimin zorluk seviyeleri farklidir ve ikisi beraber de kullanilabilirler. Burada 6nemli bir
varsayimiz var. Hatal1 veriden kastimiz, i¢indeki bazi bitlerin yanlig deger tasimasidir. Veri iginde eksik
ya da fazladan bit varsa buna yapabilecegimiz pek birsey yok. Bu bdliim sonuna kadar verideki toplam
bit sayisinin ayni kaldigini, iletisim sirasindaki eszamanlama bozuklugundan dolayi eksilip artmadigini
varsaylyoruz.

Alic1 tarafinda, kanaldan elde edilen veri i¢inde hata oldugu bulunursa izlenebilecek iki yol vardir;
verinin hatali alindigin1 vericiye bildirip tekrar gonderilmesini istemek ve hatali kismi alicida
diizeltmeye calismak. Tlk yol géreceli olarak kolaydir. Bu yaklasimda, gonderilen verinin igine 6zel



olarak yerlestirilen tekrarlar alicida kontrol edilerek saglamasi yapilir. Hata bulunmasi durumunda bu
durumu vericiye bildirmek igin iletisim kanalinin ¢ift-yonlii (duplex) olmasi gerekir. Sekil 9.1 iletigsim
kanali modlarini agiklamaktadir.
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Sekil 9.1. Tek yonlii (simplex), yari ¢ift yonlii (half duplex), tam ¢ift yonlii (full duplex) iletisim
modlarint agiklayici sekil.

Uygulamanin karakteristiklerine gore iletisimin tek ya da ¢ift yonlii (yar1 ya da tam) olacag
belirlenir. Eger alicidan vericiye bir geri besleme (onay, hata bildirimi vb) olmas1 gerekiyor ise dogal
olarak ¢ift yonlii iletisim olmalidir. Ornegin yerel aglar iizerinden yapilan veri haberlesmesi cift
yonliidiir. Burada kullanilan paket haberlesmesi yontemi dolayisi ile, alinan her paketin (belli boyutta
veri) dogrulugu kontrol edilir ve varsa hata durumu gondericiye bildirilir. Her paket i¢inde verinin
biitiinliigiinii kontrol amac1 ile bir ¢evrimsel artiklik kodu (CRC : cyclic redundancy check code)
bulunur. Bu tiir kodlar, ¢ogu paket/dosya/blok verisi i¢in kullanilmakta ve cesitlilik arzetmektedir.
Ornegin bir CRC kodu, veri igindeki kelimelerin (byte/word) toplamii temsil edebilir. Alict da ayni
toplami yapar ve CRC ile ayn1 deger bulunmaz ise verinin hatali olduguna karar verilir. Artiklik ya da
tekrarlilik kodlar1 veriyi diizeltmeye yaramaz, sadece hata olup olmadigini, belki de kanal iizerinde
veriye miidahale edilip edilmedigini bulmaya yarar. Hata oldugunda geri bildirim ve ayni paketin
yeniden gonderilmesi hem iletigim hattin1 hem de cihazlari fazladan mesgul edeceginden, geri bildirimli
hata diizeltme yaklagimi iletisim kanalinin az hata tirettigi durumlarda daha dogru bir yaklagimdir. Aksi
halde, daha karmasik olan ama hatanin alicida diizeltilebilecegi hata diizeltme yontemleri kullanilir.
Ornegin Mars'tan gonderilen resim verisi paketinin tekrar génderilmesini istemek, gonderilmis verilerin
Mars'taki cihazda ortalama 40 dk daha tutulmasini gerektirir. Clinkii verinin diinyaya ulagsmasi ortalama
20 dk siirer.

Hata diizeltme kodlar1 (ECC: error correction codes) da ayni sekilde bir matematiksel ifade ile
iiretilir. Ancak ECC, 6ncesinde ya da beraberinde génderilen veri bloguna gore yeterince biiyiiktiir. ECC
ile her hata diizeltilemese de ¢ogu kiiciik hata diizeltilebilir. Bu kodlara ve kodlar1 olusturan bitlere
genellikle parite ve parite bitleri ismi verilmektedir. Sekil 9.2 K adet veri sembolii (bit/kelime) ile tim
veri paketinde bazi hatalarin bulunup diizeltilmesine olanak veren P adet parite semboliiniin
birlestirilerek veri paketinin olusturulmasi gosteriyor. Tabi normalde K adet sembol gonderilecekken,
ECC ile K + P adet veri gonderilmis oluyor ve bu daha uzun siirdiigii i¢in kanal verimliligi bir miktar
diistiyor.
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Sekil 9.2. K adet veri biti/kelimesi ile beraber P adet parite biti/kelimesi birlestirilerek veri paketi
olusturulur.

9.1 Basit Parite

Cok basit bir ornek ile parite sembollerinin hata bulmaya yardimini anlamaya ¢alisalim.
Paketlerimiz 2 bit veri 1 bit pariteden olussun. Bu durumda, kanal kapasitemizin yaklasik %66'sin1
kullaniyor olacagiz. Buna karsilik alinan paketlerde en fazla 1 bit hata varsa bunu tespit edebilecegiz.
Paketimizin veri bitleri x; X parite biti ise p olsun. Veri bitlerinin ardindan, 3iincii bit olarak p = x; ®x,
islemiyle hesaplanan biti gonderelim. Yani veri paketimiz x;xyp bit iiclisiidiir. Burada @ eldesi
olmayan/atilan toplamadir (modulo sum, xor). x; ve x,'in degerlerine gore p degerleri
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tablosunda goriilmekte. Yani, alicinin dogru olarak kabul edecegi bit tigliileri 000, 011, 101 ve 110'dir.
Diger bit tgliileri, 010, 100, 001 ve 111 ise, hatali olarak goriilecektir. Ciinkii alict ayn1 p = x;@Dx,
islemini yaptiginda farkli bir p biti aldigin1 gorecek, en az 1 bitin yanlis olduguna karar verecektir. Hangi
bitin hatali oldugunu bilemeyecegi i¢in tim paketin vericiden yeniden istenmesi gerekecektir.

Ayni anda 2 bitin hatali okunmasi durumu ise farkedilmeyecektir, ¢iinkii parite hesabi dogru
oldugunu sdyleyecektir. Yani bu basit 6rnekteki sistem en fazla 1 bitin hatali olmas1 durumunda galisir.
En fazla 1 bitin hatali olabilecegi kabullenmesi ile veri bitlerinin say1s1 arttirilabilir. Ornegin

P = Xg@Dx5Dx, Dx3Dx, Dx;Dx ile hesaplanan parite bitiyle olusturulan

V = XeX5X4X3X2X1 Xop paketi 7 bitlik ASCII karakter kodlarimin yakin mesafe kablolu iletiminde
oldukea fazla kullanilmigtir. Burada da parite bitinin iglevi aynidir. Alicida parite biti veri bitlerinden
tekrar hesaplanir ve alinan parite biti ile karsilagtirilir. Boylelikle paket i¢inde hata olup olmadig
bulunur. Hangi bitin hatali oldugu bilinemeyeceginden paket gondericiden tekrar istenir, ya da
gondericinin bekledigi onay isareti gonderilmez. Benzeri sekilde, paket i¢inde ¢ift sayida hatali bit varsa,
alic1 bunu farkedemez.



K bitlik kelimeye 1 bit parite eklenmesi (P = 1) ve n = K + 1 bitlik kelimeler olusturulmasi
durumunda, alicida hatalarin tespit edilme/edilmeme olasiligina bakalim, ¢iinkii bazi hatalar (¢ift sayida
bitin hatali olmasi) tespit edilemiyor. Kanaldan okunan herhangi bir bitin hatali olma olasilig1 p; olsun.
Bu durumda, n bit iginden sadece 1 bitin hatali olma olasilig1

Pibithata = (1 = 0p) (1 —pp) - (1 — )P 9.1)
Pivithata = (1 = Pp)*pp = (1 — pp)" 1

olur. (1 — p,) ilgili bitte hata olmama olasiligidir. Benzeri sekilde 2 bitin hatali olma olasilig1 da

D2bithata = (1 —pp) (A — pp) =+ (1 — Dp)DHPY
P2vithata = (1 = pp)* 7 'ph = (1 — pp)"*pp 9.2)

i Db

. = (1 — )Tl—l —_— . _—
D2bithata Pp (1 _ pb) Pivithata (1 _ pb)
seklinde yazilabilir. Tam olarak k bitte hata olma olasilig1 ise

Prpithata = (1 —pp) (1 —pp) =+ (1 — pp)DuPp *** P
Prvithata = (1 = pp)**pfk = (1 — pp)" ¥ 1pf 9.3)

Db k-1
Pkbithata = Pibithata ((1 _ pb))

seklinde yazilir. Cift sayida bitte hata yapildiginda tespit edemedigimize gore

Phatakacagr = P2bithatakacagt + Dabithatakacag + o (9.4)
Phatakacagr = P2bithatasayisiP2bithata + DabithatasayisiPabithata +

seklinde yazilabilir. Burada pypithatasayis: kelime i¢inde olasi farkl x bitlik hata sayisidr. Ornegin x=2
bitlik hatalar (v, v1), (vg,v32), (Vg,V3), ..., (V1,V3), (V1,V3), ... ciftlerinden birisi olabilir ve ciftlerin
sayisi da

D2bithatasayist = (721) = (K -2|_ 1) = #’_2)' 9.5)

ile gosterilir. Tabi ki, genel olarak, n bit kelime i¢inde kag sekilde k bit hata olabilecegi de

P2bpithatasayist = (Z) = (K]i_ 1) = #l_k)' (9.6)

seklinde yazilabilir. Ilgilendigimiz hatalar (tespit edilemeyecekler) k'min ¢ift oldugu durumlar
oldugundan denklemler (9.3) ve (9.4)'"i takiben

n _ n _
Peiftbithatakacags = (2) (1 —pp)" ?pp + (4) 1 —pp)" *ppy + -
int{n/2} 9.7)
n o o
Dciftbithatakacags = Z (Zi) (1 =pp)" ZLPI?
i=1

ile hesaplanabilir. Buna gore daha 6nce ¢ok kullanildigini sdyledigimiz K=7, P=1, n=7+1=8 bitlik
kelimelerden olusan iletisim sisteminde tespit edilemeyen hata olasiligin1 hesaplayalim. Her bitin hatali

okunma olasihig1 ise p, = 1/10000 = 10~* = 0.0001 olsun. Denklem (9.7)'den
8 - - 8 - -
Diftbithata cagt = (2) (1-10"%°%1078 + (4) (1-10"H*10"16 +

(%) a—10921072 + (3) (1 - 107401022



Dgiftbithatakagagy = 27983 X 1077 bulunur. Yani, iletilen yaklasik 3.5 milyon 8 bitlik kelimeden
birisinde hata oldugu halde farkedilemez. Ilgilenenler i¢in denklem (9.7)'nin Octave kodu Sekil 9.3'te
verilmistir.

prob = 0;

n = 8; % de§istiriniz
pb = 0.0001; % degistiriniz
for i=l:floor (n/2);

i2 = 2*1i;
sayli = factorial (n)/ (factorial (i2)*factorial (n-1i2));
prob = prob + sayi* (l-pb)* (n-i2) * pb"i2;

end;

Sekil 9.3. Bir adet parite biti igeren n bitlik kelimelerde tespit edilemeyen hatalar i¢in Octave kodu.

Birgok iletisim sisteminde tespit edilemeyen hata olmasi kabul edilemez. O nedenle parite biti
sayisini arttirarak ve konfigurasyonunu degistirerek tespit edilemeyen hata sayis1 azaltilmaya caligilir.
Boylamasina parite kelimesi bu yaklagimlardan birisidir. Burada her kelimeye bir parite biti eklendigi
gibi gonderilen her N adet kelime icin de bir parite kelimesi eklenir. Parite kelimesinin ilk biti N
kelimenin ilk bitleri i¢in pariteyi, 2nci biti ikinci bitlerin paritesini vb. gostermektedir.
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Sekil 9.4. Boylamasina parite kullanimi 6rnegi. Her satir ve siitunda ¢ift sayida 1 var. Parite bitleri
kalin gosterilmis.

Sekil 9.4'teki ornekte yapilacak birka¢ deneme ile anlasilacag: iizere kelimelerde yapilan ama
kelimelerin sonundaki parite bitinden tespit edilemeyecek 2 bitlik hatalar boylamasina parite bitleri
sayesinde bulunabilir. Burada, bir diktortgenin koselerinde olacak sekilde olusmus 2'ser bitlik hatalarin
tespit edilemeyecegini gorebiliriz. Sekilde ornek olarak 4 adet bit kesikli kiigiik diktortgen ile
isaretlenmistir. Bu bitlerde ayni anda hata olmasi durumunda hem kelime parite bitleri hem de
boylamasina parite bitleri bu durumu gézden kagirir. Yani, boylamasina parite kontrolii ve bunun igin
eklenen ilave kelimeler de tiim hatalar1 bulamaz, ama gézden kagma ihtimalini azaltir.

Hem her kelimede hem de kelime blogu sonunda parite bitleri eklemek yerine, sadece blok
sonlarinda, blok iginde olas1 hatalar1 kontrol etmeyi saglayacak sekilde, parite biti gibi kontrol bilgisi
eklemek bir diger segenektir. Boyle bir 6rnek, gonderilen kelimelerin toplamini ya da toplamindan
iiretilecek bir kodu gondermektir. Toplama Saglamasi (Checksum, saglama toplamasi) ismi verilen bu
yontemde, kelimeler pozitif tamsay1 olarak diigiiniiliir ve gonderildigi sirada toplamlar1 da hesaplanir.
Tiim blogun sonunda bu toplam ya da bitlerinin tersi gonderilir. Bdylece alic1 da ayn1 toplami yapar ve



sonundaki saglama bitleriyle de kontrol eder. Uyusmuyor ise hata var demektir. Bu yaklagim, hata
olasthigmnin diisiik oldugu sistemlerde biiyiik bloklar1 hizlica génderebilmek igin kullanilir. Ornegin,
gonderilecek blogun 8 bitlik kelimelerden olustugu

{12, 40, 05, 80, FB, 12, 00, 26, B4, BB, 09, B4, 12, 28, 74, 11}
verisini ele alalim. Tiim blogun toplama,
12+40+05+80+FB+12+00+26+B4+BB+09+B4+12+28+74+11= 4F5

olarak hesaplanir. Son kelime (11) gonderildikten sonra 04 ve F5 kelimeleri de gonderilir. Bazi
durumlarda sadece F5 kelimesi gonderilir ve olasi hatalari tespit etmesi umulur. Bazi durumlarda da
kelimeler elde (carry) ihmal edilerek toplanir ve 1 kelimelik sonucun bitlerinin tersinden olusan kelime
gonderilir. Tabi ki, alict saglama kelimesi dahil tiim kelimeleri elde olmadan toplar ve sonucun 00
olmasini bekler. Aksi halde hata olusmus demektir.

Toplamanin yukarida anlatildigi gibi basit toplama olmasi gerekmez. Pozisyon Duyarli Toplama da
denilen dongiisel tekrarlilik kontrolii (CRC : cyclic redundancy check) ¢ergeveyi uzun bir ikili polinom
P olarak ele alir. Gonderici bu polinomu sabit bir G polinomuna bdler ve bolinemeyen kismini (kalan)
cercevenin ardindan gonderir. Alici tarafinda da ayn1 bolme gergeklestirilir ve bdlmenin kalaninin ayni
olmasi beklenir. Kelimelerin ve bitlerin pozisyonlar1 blme sonucunu ve kalani etkilediginden toplama
saglamasindan ¢ok daha etkili bir hata bulma kabiliyetine sahiptir. Ancak, bu etkililigin olugmas1 i¢in G
polinomunun &zenle belirlenmis polinomlardan olmasi gereklidir.

Omegin yerel bilgisayar aglarindaki iletisimde (eternet) paket sonlarina eklenen CRC, verinin
04C11DB7 sayist ile temsil edilen

G=x32+x +xB +x22 +x0 +x2 +xM +x0 + a8+ x7 + x5 +xt +x2+x+1
polinomuna boliinmesinden kalan ile olusturulur. Benzeri sekilde, USB haberlesmesinde kullanilan
polinom da G = x° + x? + 1'dir. Her ne kadar CRC kullanimiyla hatalarin olduk¢a dnemli bir kism

tespit edilse de, hepsi tespit edilemez. Ozel polinomlari ve bunlarla hata diizeltme (sadece tespit degil)
isleminin nasil yapildigini hata diizeltme kodlar1 (ECC) konusunda gorecegiz.

Icinde hata oldugu saptanan veri bloklar i¢in géndericiye bir yeniden gonderim istegi iletilir. Bu
isteklere Otomatik Tekrar Istegi (ARQ: Automatic Repeat reQuest) denir. Iki yonlii iletisim gerektiren
ARQ islemi i¢in 3 yaklagim vardir. Sekil 9.5't¢ Dur-Bekle-ARQ (stop-and-wait-ARQ) yaklagimi
aciklanmaktadir. Bu yaklagim el-sikigma (handshaking) protokoliine benzer. Gonderici her veri blogu
gonderiminden sonra alicidan paketin dogru alindigi (ACK) ya da alinmadigina (NACK) dair bir cevap
bekler. Cevap NACK ise ya da dnceden belirlenen bir siire (timeout) sonunda herhangi bir cevap
gelmemigse gonderici son veri blogunu tekrar gonderir. Tabi ki bekleme siireleri bosa gegen zamandir.
O nedenle bu basit yaklagim iletigsim hizinin 6nemli olmadig1 ya da alicinin goénderilen veriyi zaten daha
yavas isledigi/kullandig1 uygulamalarda yer bulur. Ornegin bilgisayar ile yazici arasindaki iletisimin bu
sekilde olmasinda bir sakinca yoktur. ACK/NACK bildirimi sadece 1 bit de olabilir, ki 1 ACK, 0 NACK
anlamina gelecektir.
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Sekil 9.5. Dur-Bekle-ARQ hata bildirim protokoliiniin agiklamasi.

Bu gibi sistemlerde bir zamanlama kontrolii de vardir. Gonderici alicidan uzun siire cevap
alamadiginda ya da devamli olarak NACK aldiginda iletim ortaminda problem olduguna karar verip bir
hata isareti iretir. Bu yaklasimda paketlerin gekilde gosterildigi gibi numarali/tanimli olmasina gerek
yoktur. Clinkii sadece son gonderilen paket i¢in bir cevap beklenir. Cevap gelinceye kadar da, tekrar
gonderilme ihtimali nedeniyle, gonderici hafizasinda tutulur.

Hata olasiliginin daha az oldugu ve alicinin alinan paketleri siraya koyma kabiliyetinin sinirlt
oldugu sistemlerde beklemede gegen siireyi degerlendirmek igin farkli bir yaklasim kullanilabilir.
Gonderici, paketleri numaralandirip (paketin i¢ine gomiilii bir say1) ardisil paketler arasinda herhangi
bir ACK beklemeksizin sirasiyla gonderir. Gonderdigi ve heniiz ACK almadigi paketleri ve
numaralarini da hafizada tutar. Génderici, ACK almadig1 en kiigiik paket numarasi ile gondermek tizere
oldugu paketin numarasi arasindaki fark 6nceden belirlenen bir sayiy1 asarsa ACK almadigi paketten
itibaren tiim paketleri yeniden ve ayni numaralarla gonderir. Onceden belirlenen bu fark sayisina
pencere, bu yonteme de kayan pencere ARQ (sliding window ARQ) denir. Yontemin zaman diyagrami
Sekil 9.6'te gosterilmistir. Gonderilen her paket icin hemen ARQ beklenmemesi iletisimi hizlandirir.
Tabi ki ACK bildirimleri de yolda kaybolabilir. En son bagarili génderilen paketten itibaren yeniden
gonderme ile, gdnderimin giivenligi saglanmisg olur.
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Sekil 9.6. Kayan Pencere ARQ hata bildirim protokoliiniin agiklamasi.

Gonderilen paketlerin farkli yollar izleyip aliciya farkli zamanlarda ulagmasi sézkonusuysa
(6rnegin internet) ve alicinin gelen paketleri siraya koyma yetenegi varsa, sadece hatali paketlerin tekrar
gonderilmesinin istenmesi daha pratik olabilir. Bu durumda Kayan Pencereli Se¢imli Tekrar ARQ hata
bildirim protokolii s6z konusudur. Sekil 9.7'de 6rnek zaman diyagrami gosterilen bu yontemde, yol
izerinde kaybolan ve alinamayan paketler i¢in bir NACK gonderilmesi de problemli olabilir. O nedenle
saglam alinan paketler i¢in paket numarali ACK gonderilmesi daha dogrudur. Génderici gonderdigi ama
makul siirede ACK alamadigi paketleri yeniden gonderir. Tabi ki digerlerinden gecikmeli alinan bu
paketlerin alicida asil veri biitiinii i¢inde uygun siraya konulmasi gerekmektedir.
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Sekil 9.7. Kayan Pencereli Secimli Tekrar ARQ hata bildirim protokoliiniin agiklamasi. ACK
alinmayan paketler bir siire sonra yeniden gonderilir.

9.2 Hamming Kodlari

Bazi sistemlerde ise paketlerin yeniden istenmesi ya miimkiin degil ya da pratik degildir. O nedenle
gonderilen verinin iginde, hata olmasi durumunda, hatalar1 diizeltmeye yarayacak yeterince tekrarlilik
olmasi istenir. Ornegin bir kayit ortamima (manyetik disk, kat1 hal bellek kart1 vb) kayit edilen verilerin
tekrar okunmasinda hata ile karsilasildiginda, hatali kismi tekrar istemek gibi birsey miimkiin degildir.
Kayit ortamindan tekrar okunmasi durumunda yine ayni hatalarla karsilagilacaktir. Mantikli olan, kayit
sirasinda olasi hatalar igin tekrarlilik da yerlestirmektir. Bir bagka ornek ise, Mars'tan gonderilen
resimlerin pargalarini tekrar istemektir. Bu pratik olmaktan uzaktir, ¢linkii EM dalganin Mars'a gidip
gelmesi ortalamada 40dk'ya mal olur. Bu siire zarfinda, zaten gonderilmis olan verinin Mars araci
hafizasinda tutulmasi gerekir. Tabi ki en veri giivenlikli sistem, hem tekrar veri istenmesine izin veren
hem de veri iginde faydal tekrarlilik (diizeltmekta faydasi olan) igeren bir sistemdir. Nasil bir veri
koruma istendigi, uygulamaya gore belirlenecek bir seydir.

Kelime bagma tek bir parite bitinin bozulan kelimeyi diizeltmeye yaramadigini, sadece
bozuldugunu anlamaya yaradigini gérmiistiik. Parite biti say1sini arttirma ile yeni olanaklar ortaya ¢ikar.
Burada da iletisim kanali ile ilgili baz1 varsayimlar kullanilir. Ornegin bir kelime iginde sadece 1 bitin
hatali olabilecegi varsayimi ile tasarlanan parite biti blogu, olasi tiim tek bitlik hatalar1 (parite
bitlerindekiler dahil) diizeltmeye yetecek kadar genis olmalidir. Burada bir imada bulunduk; Veri
kelimeler halindedir ve her kelimeye parite bitleri eklendiginde daha biiyiik kelimeler {iretilir. Ancak
tiim kelimeler birbirinden bagimsiz degerlendirilirler. Bu yaklasima blok kodlama ismi verilir. Yine bir



imada bulunduk; Demek ki blok olmayan kodlama yontemleri de var. Simdi blok kodlama ydntemlerini
inceleyelim.

Kodlamadan 6nceki kelime uzunlugu k ve kodlamadan sonraki kelime uzunlugu n ise, yani n — k
adet parite biti eklenmis ise, bu blok kodlara (n, k) kodu denir.

k
R=-<1 05
n

oranina kod orani denir ve her zaman 1'den kiigliktlir. R 1'e ne kadar yakin ise verimliligin o kadar
yiiksek oldugunu sdyleyebiliriz. Daha 6nce gordiigiimiiz (n = 8,k = 7) basit 1 bitlik parite sisteminde
R=7/8 oldugunu ve bunun bir hata diizeltme saglamadigin1 biliyoruz. O nedenle, bilgi biti basina eklenen
parite biti sayisini ifade eden

-k
tekrarlilik = nT <1 9.9

oraninin bilyiitillmesi gerektigini goriiyoruz. Blok kodlama islemini, giren her k bitlik kelime i¢in n
bitlik bir baska kod kelimesi iireten bir blok olarak diisiinelim. Olas1 k bitlik kelime sayis1 2% ve bunlara
karsilik iiretilebilecek olasi n bitlik kod sayisi ise 2™'dir. n > k ve dolayisiyla 2 > 2% olduguna ve
giriste olmayacak kelimeler i¢in kod {iretmeyecegimize gore kod kelimeleri gok daha genis (2") secenek
alanindan secilmis 2% adet koddur. Hata bulma ve/veya hata diizeltme icin etkili olan sey, bu n bitlik 2%
adet kod kelimesinin se¢imi ve kodlarin birbirleri arasindaki uzakliktir. O halde énce kod kelimeleri
arasindaki uzakligi tanimlayalim. Kod kelimesi seti i¢indeki herhangi ¢; ve ¢; kod kelimesi arasindaki
Hamming uzaklig

d(ci¢) = adet{ci [b] # ¢j[b],b=0,--,n— 1} ©.10)

seklinde tanimlanir. Yani karsilikli bitler arasinda ayni olmayan bitlerin sayisidir. Ornegin, 1010011 ve
0111011 kelimeleri arasindaki Hamming uzaklig1, x karsilig1 farkli olan bit pozisyonlar1 olmak tizere
xx1x011 igindeki x sayisi, yani 3'tiir.

6.Tabanbant Iletisim boliimiinde semboller arasi uzaklik arttirildiginda hatamin  azaldigini
gormiistiik. Burada da benzeri bir yaklasim sdzkonusu. Kod kelimeleri arasindaki uzakligi, yani
Hamming uzakligini, arttirmaya ¢alistyoruz. Ornek olarak (n, k)=(3, 2) durumunu ele alalim. Yani 2
bitlik kelimeye 1 bit parite ekleniyor, sonugta 3 bitlik kod kelimeleri iiretiyoruz. 2 bitlik 22=4 adet
kelimeye karsilik 3 bitlik 23=8 adet kod kelimesi iginden secilecek. Tabi ki kod kelimeleri arasinda en
fazla uzaklik olacak sekilde secim yapmaliyiz. Bu se¢im Sekil 9.8'de agiklantyor.

1 adet parite biti eklenmesi dolayisiyla kod kelimesi uzayindaki kelime sayis1 2 katina g¢ikiyor.
Boylece segimler arasinda Hamming uzakligi olarak 2 elde edilebiliyor. Alici tarafindan kanaldan
okunan 3 bitlik kodun 1 biti hatali ise, tabloda olmayan bir kod kelimesi olusuyor. Boylece alici, alinan
kelimenin hatali olduguna karar verebiliyor. Aralarinda 1 bit fark olan kod kelimelerinin se¢imi Sekil
9.9a'da gosteriliyor. Alici, 6rnegin a kelimesini alirsa hatali oldugunu anliyor.

Kod kelimeleri arasindaki Hamming uzaklig1 3'e ¢ikarilirsa, yapilabilecek 1 bitlik hatalar en yakin
kod kelimesi segilerek diizeltilebilir. Bu durum, Sekil 9.9b'de agiklaniyor. Sekle gore ¢; kod kelimesinin
gonderildigini, ancak 1 bitlik hata dolayisi ile a kelimesinin alindigin1 varsayalim. a'ya en yakin gegerli
kod kelimesi segildiginde c¢; bulunur ve yapilan 1 bitlik hata diizeltilmis olur. Benzeri sekilde, c, kod
kelimesi gonderildiginde ve hata dolayisi ile b alindiginda, b gecerli bir kod kelimesi olmadigindan ve
en yakin gecerli kod kelimesi ¢, oldugundan gonderilen kod kelimesinin ¢, oldugu kabul edilir ve hata
diizeltilmis olur. Tabi 2 bit birden hatali olursa hata tespit edilemez. Sekil 9.9'da 1 boyutlu eksen
tizerinden anlatilmaya ¢alisilan kullanilacak kod kelimeleri se¢imi aslinda ¢ok boyutlu uzayda yapiliyor.
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Sekil 9.9. Aralarinda 1 bit fark olan (Hamming uzakligi 1) olan kod kelimeleri iginden a) d=2 olarak
secilmis kod kelimeleri b) d=3 olacak sekilde secilmis kod kelimeleri.

Anlatilan yaklagimla 2 bitlik hata tespiti i¢in kod kelimelerinin arasindaki uzakligin 2, 2 bitlik
hatalarin diizeltilmesi i¢in ise bu uzakligin 5 olmas1 gerektigini gorebiliyoruz. Genel olarak b bitlik
hatalarin tespiti i¢in

min{d(c;, )} = b ©.11)
b bitlik hatalarin diizeltilmesi i¢in ise
min{d(c;, ¢;)} = 2b + 1 9.12)

olmasi gerekiyor.

Tabi parite bitleriyle beraber kod kelimelerini Sekil 9.8'deki gibi alt alta yazarak aralarindan d
uzaklig1 olanlar1 se¢gmek yerine kod kelimeleri arasinda olmasini istedigimiz bagintilardan yola



cikabiliriz. Ornegin kod kelimelerinin, ¢; = [x; p;] seklinde yani (n, k) kodu igin ilk k bitin orijinal
mesaj kelimesinin x; bitleri, ardindan n — k bitin ise parite bitleri olmasini tercih ederiz. Bdylece, alinan
kodda hata olmadiginin tespiti halinde asil mesaj x; bitleri dogrudan kullanilabilir. Bu yaklasim igin
biraz inceleme yapalim.

Kod kelimeleri arasinda bulunacak en kiigiik uzaklik

dinin = min{d(c;, ¢))}, i # j (9.13)
en kiiciik Hamming uzakligi olarak anilir. ¢; kod kelimesinin Hamming agirligi da
w(c;) = adet{c;[b] # 0,b =0,--,n— 1} 9.14)
seklinde, kod kelimesi i¢gindeki 1 sayisidir. Bir kodeword seti i¢indeki en kiiglik w(c;)'ye
9.15)

Wpin = min{w(c¢;)} = min{d(c;,0)},i = 0,1...

en kiiciik Hamming agirlig1 ismi verilir. Dogal olarak w,,;,, = dppip,'dir.
Mesaj kelimesi x; ve karsigelen (x; yerine gonderilen) kod kelimesi ¢; olsun. x;@®x; icin
gonderilecek kod kelimesi ¢;@c; ise bu koda dogrusal blok kod ismi verilir;

x; = ¢ ise x;Dx; - ¢;D¢;. (©.16)

Yani, her mesaj ve kod kelimesi digerlerinin dogrusal toplamindan (modulo) olusturulabilir. Ornegin,
her biri k bitlik mesaj kelimeleri e = 00...001, e; = 00...010, e, = 00...100, ... e, = 10...000
gibi her kelimede sadece 1 biti 1 olup digerleri sifir olan kelimelerden olusan bir set olsun. Yani,

E = {eile il = 1) e
seklinde bir taban kelime setindeki kelimelerin dogrusal toplamindan diger tiim olast kelimeler

iretilebilir. E setindeki kelimelere karsi gelen k adet n bitlik kod kelimeleri de G setini olustursun.
Dogrusallik geregi herhangi bir x mesaj kelimesi

n-1
X = x[i]e; (©.18)
i=0
seklinde taban kelimelerinin toplami seklinde yazilabildigi gibi, x'e kars1 gelen kod kelimesi de
n-1
c= ) xlil; o
i=0

seklinde yazilabilir. x[i], yani kelimenin i'inci biti 0 ya da 1 oldugundan i'inci taban kelimesinin
toplamaya dahil olup olmayacagini belirtiyor. x toplamina dahil olan e;'lere karsi gelen kod
kelimelerinin toplami da x'in kod kelimesi c'yi veriyor. Taban kelimelere kars1 gelen kod kelimelerini
matris seklinde yazacak olursak

G =

9k—1l
: (9.20)
9o

herhangi bir kod kelimesi de, x mesaj kelimesinin satir matris sekli olmak tizere



9.21)

seklinde yazilabilir.

Omek: (n, k)=(5,2), yani 2 bitlik mesaj kelimeleri yerine 5 bitlik kod kelimesi gonderen bir iletisim
sistemi olsun. Ornegin, X={00, 01, 10, 11} kelimeleri, taban mesaj kelimeleri E={01,10}'in dogrusal
toplamlari ile ifade edilebilirler. X kelimelerini temsil eden kod C={00000, 10100, 01111, 11011} olsun.

Yani, E'deki kelimeleri temsil eden 10100 ve 01111 kod kelimeleri kullanilarak G = (1)(1)1(1)(1)]

yazilabilir. Diger tiim mesaj kelimelerine kars1 gelen kod kelimeleri G'nin elemanlarinin dogrusal
toplamu seklinde yazilabiliyor. O halde bu kod dogrusaldir;

oo = [0 0]G = [00000]
o1 = [01]G = [01111]
10 = [10]G = [10100]
¢1 = [11]6 = [11011]

G'ye iiretici matris (generator matrix) ismi verilir, rank1 k'dir. Ornegini yaptigimiz kodun bir 6zelligi
daha vardir. Kod kelimelerinin soldaki 2 biti mesaj kelimesi ile aynidir. Yani herhangi bir kod
kelimesini, p mesaj kelimesinin sonuna eklenecek bitler olmak fiizere, ¢ =[x | p] seklinde
yazabiliriz. Ornegin, yukaridaki érnege gore, 11 kelimesinin kod kelimesini bulmak igin 11'e 011 ekleriz
ve 11011' elde ederiz. Kelimenin p kisminin rastgele olmadigini, mesaj kelimesinden iiretildigini
gorebiliriz.

G'nin de k X k kismi, E'nin tiim degerlerini igermek lizere birim matris, kalan k X (n — k) kismu
ise parite matrisidir. Yani

[1 0 0 0 pk—l,n—k—1 cos pk_l'o]
k-1 0 1 0 0
G= =l P =‘ 5 : 9.22)
9o 0 0 1 0
|‘0 0 1 Pon—k-1 Po,0 J

Bu sekildeki kodlara sistematik kod ismi veriliyor. Gonderilecek kod kelimesinin ilk k biti mesaj
kelimesinden, kalan n — k biti ise sistematik olarak {iretilen parite bitlerinden olugmakta.

Simdi asil soruyu soralim; b bitlik hatalarin diizeltilebilmesi i¢in (n, k) ne olmalidir, parite bitleri
nasil hesaplanmalidir? Bu soruya denklem (9.12) yardimiyla cevap verebiliriz. k bitlik kodlarda b bitlik
hatalarin diizeltilebilmesi i¢in n — k'nin (parite biti sayis1), dolayisiyla n'nin (kod kelimesi bit sayisi)
kelimeler arasindaki uzakligi en az 2b + 1 yapacak sekilde segilmesi gerekir.

Bir bagka bakis agistyla, parite biti sayisinin her bir hata kombinasyonunu ve hatasizlik durumunu
adresleyebilecek kadar sayida olmasi gerekiyor. Ornegin n bitlik kod icinde 1 bitlik n farkli hata olabilir.
Bu durumda parite bitlerinin sayisinm, yani n — k'nin 2"7% = 2P > n + 1 esitsizligini saglamasi
gerektigi agiktir. Bir bagka sdyleyisle, mesaj kelimelerimiz k bit ise ve p bit parite ekleyip n = k + p
bitlik kod kelimeleri {iretecek isek, bu kodda 1 bitlik hatanin bulunup diizeltilebilmesi i¢in

W >k+p+1 ©-23)

yada 2P —p —1 = k olmas1 gerekir.

Tabi soru tersine de sorulabilir. Yani p bitlik parite ile 1 bitlik hatalar1 bulup diizeltmeyi diisiiniiyor
isek mesaj kelimeleri k < 2P —p — 1 uzunlugunda olabilir. Ornegin p=3 ile 1 bitlik hatalar1
diizelteceksek k en fazla 23 — 3 — 1 = 4 bit olabilir. Yani kodumuz (4+3, 4)=(7, 4) kod olur. Ayrica



mesaj bitlerinin ardina parite bitlerini ekleyecegimiz (mesaj bitlerini degistirmeden) i¢in kodumuza (7,
4) sistematik kod diyebiliriz.

Omek: Kendimize bir test sorusu daha soralim. p=5 iken 2 bitlik hatalar diizeltilebilir mi?
Diizeltilirse k en fazla kag olabilir? Once, 4 parite biti ile kag farkli hatay1 isaret edebiliriz, bulalim;

25 = 32. Yani (721) < 32 olmali. Ayrica, 1 bitlik hatalar1 da gérmezden gelemeyiz. Yani aslinda (721) +
n < 32 olmali ve n > 5 olmali ki kodumuz bir ige yarasin, sadece parite bitlerini géndermeyelim.
n!

Otuzikinci segenek ise hatasizlik durumunu bildirmek i¢in kullanilacaktir. Bu durumda -+ n <

> 21(n-2)
32 esitsizligini saglayan en biiyiik n sayisini 7 olarak buluruz. Bunun 5 bitini pariteye ayirdigimiza gore
mesaj bitleri sayis1 2 olur, kodumuza da (7,2) ismini verebiliriz. Yani 2 mesaj bitine 5 parite biti
ekledigimizde, herhangi 1 ve 2 bitlik hatay1 diizeltme sansimiz, en azindan teorik olarak, vardir. Ama

diyebiliriz ki, mesaj kelimeleri zaten 2 bit. 5 bitlik parite ekleyerek sadece parite bitlerini diizeltmeye
n!
2!(n-2)!

fayda sagliyoruz. Olas1 2 bitlik hata sayis1 =21 oldukga fazla. Evet, bu kod olduk¢a verimsiz

olurdu.

Ornek: p=5 iken 1 bitlik hatalar1 diizeltmek istersek 2° — 5 — 1 = 26 bitlik mesaj kelimesi olur.
Yani kodumuz (31,26) olurdu.

Simdi, yukarida bahsettigimiz (7, 4) dogrusal sistematik kodu inceleyelim. Bu kodun 1 bitlik
hatalar1 diizeltebileceginden bahsetmistik. Sistematik olduguna gore ilk 4 bit mesaj biti, son 3 bit ise
parite biti olacak;

Co = X3
Cs = X2
Cy = X1
3 = Xg (9.24)
C2 = P2
€1 =D
Co = Do

Parite bitleri x; bitlerinden hesaplanacak ve 000'dan 111'e kadar degerler alacak. Herhangi bir hata
olmamas1 durumunu 000 ile isaretledigimizi varsayalim. Parite bitlerindeki tek bitlik hatalar sadece ilgili
parite bitini ilgilendirdiginden (diizeltmeye ihtiyag olmadigindan) 001, 010 ve 100 degerleri de bu
durumlari isaretlesin. Bu durumda geriye kalan 110, 101, 011 ve 111 degerleri sirastyla (simdilik keyfi)
Xg, X1, X5 Ve x3 bitlerindeki hatalar1 gosterebilir. Yani x3 degeri, 110'dan yola ¢ikarak hem p, hem p;
bitinin hesabinda (onu ters ¢evirecek sekilde) yer alacak. Benzeri sekilde x, p, ve pg, X1 P1 Ve Do, Xo
ise tlim parite bitlerinin hesabinda yer alacak. Bu durumda, parite bitlerinin hesabindaki denklemlerimiz;

P2 = x3Dx,Dx,
p1 = x30x,Dx,
Po = %20x,Dxo

(9.25)

seklinde yazilabilir. Tabi ki mesaj ve parite bitlerinin sirasin1 bu sekilde se¢gmek zorunda degildik.

Yukarida, mantik yiiriiterek yaptigimiz hesaplar ve atamalar zaten Hamming kodlari i¢in yapilmis
durumda. Kod verimliligi olarak tanimlayabilecegimiz k /n'nin (iletilen bit say1s1 bagina diigen mesaj bit
sayisi) yliksek oldugu olast Hamming kodlarmnin bir iiyesi olan (7, 4) kodu i¢in de ailenin diger iiyeleri
gibi {retici matrisinin yeniden hesaplanmasina gerek yok. Ancak, mantigi yukaridaki ornekten
anlayabiliyoruz. (7, 4) Hamming kodunun iiretici matrisi, (9.24) ve (9.25) denklemleri ile



g [1 0 0 01 10
G=;l=0100101 9.26)
001 olo 1 1
gol 1o 0 0 111 1 1

olmakta. Buna gore, 6rnegin 0011 mesaj kelimesine karsilik kod kelimesi, gy ve g4 satirlarinin modulo
toplami1 olan 000111160010011 = 0011100 seklinde bulunur. Kalin semboller sona eklenen parite
bitleridir. Uretici matrisiyle olas1 tiim mesaj kelimelerine karsilik kod kelimeleri {iretildiginde Sekil 9.10
ile verilen liste elde edilir. Liste detayli bir sekilde incelenirse Hamming agirligi ve en kiigiik Hamming
uzakliginin 3 oldugu goriiliir. Sekil 9.9b'ye gore de gecerli kelimeler arasinda kalan herhangi bir gegersiz
kelime alict tarafindan alindiginda en yakin gecerli kod secilerek hatali alinan bitin diizeltilecegi
goriilebilir.

000O0O0O0CO
0001111
0010011
0011100
0100101
0101010
0110110
0111001
1000110
1001001
1010101
1011010
1100011
1101100
1110000
1111111

Sekil 9.10. Bir (7, 4) Hamming kodunda gecerli tiim kod kelimeleri.

Ornegin, gonderilen kod kelimesi 0111001 olsun (mesaj kelimesi 0111). Aliciya ulasan kod
kelimesi ise, x, bitindeki okuma hatasi ile, 0110001 olsun (hata koyu renk ile gosteriliyor). Tiim liste
aranip 0110001'e en yakin (Hamming uzaklig: ile) kelime olarak 0111001 bulunur ve 1 bitlik hata
diizeltilmis olur. Tabi ki her alinan kelime i¢in listeden arama yapmak algoritmik agidan dogru olmaz.
O nedenle hangi bitin hatali oldugunu gosterecek bir sendrom vektdriinden faydalanmak daha pratik
olacaktir. Denklem (9.25)'teki esitliklerde p; bitlerini esitliklerin sag tarafina atarak

0 = p,@x3Dx,Dx = 5,
0=pDBx3Bx,DBxy =5
0 = po®x,Bx:Dxy = 5o

(9.27)

yazilir. s,5,5o vektorii, eger hi¢ hata yok ise 000 olacaktir. Hata durumunda olas1 sendrom vektorleri
Sekil 9.10'da olmayan kelimeler denklem (9.25)'e uygulanarak bulunabilir. Ele aldigimiz kod sistematik
oldugundan, parite bitlerindeki hatalar1 gérmezden gelebilir ve sendrom vektoriiniin sadece x;'lerdeki
hatalarda aldig1 degerleri inceleyebiliriz. Kod kelimesi 0000000 gecerli olduguna gore 1 bitlik hatalar,
bu kelimenin tiim bitlerini sirasiyla 1 yaparak sendrom vektoriiniin aldigi1 degerler incelenip bulunabilir.
Omegin x3=1 digerleri 0 yapilarak 1000000 kelimesi elde edilir ve denklem (9.25)'ten sendrom
vektoriiniin 110 oldugu gozlenir. Bu durumda, alicida sendrom vektorii 110 bulunursa x5 bitinin hatali
oldugu goriiliir ve o bitin tersi alinir (diizeltilir). Benzeri islem x,, x; ve x, bitleri i¢in tekrar edildiginde
sirastyla 101, 011 ve 111 sendrom vektdrleri bulunacaktir. Yani alicida hesaplanan sendrom vektdriiniin



110, 101, 011 ve 111 degerleri i¢in sirasiyla X3, x5, x; ve xq bitlerinin tersi alinip hata diizeltilir.
Sendrom vektoriiniin olasi diger degerleri i¢in birsey yapmaya gerek yoktur. Ciinkii, 000 hatasizligi,
100, 010 ve 001 degerleri de parite bitlerinin hatali oldugunu sdyler.

(31,26) kodunu 6nceki 6rnekte incelemistik. Benzeri sekilde, zorunlu 2P — p — 1 > k iligkisinin
esitlik durumunu ve en az parite bitiyle en ¢ok mesaj biti iletimini saglayip (yliksek k/n) 1 bit hatalar1
diizeltebilen (15,11), (63,57), (127,120)...vb. kodlarin1 sayabiliriz. Tabi, liste uzatilabilir ancak burada
bir sikint1 vardir; Hata olugsmasina sebep olacak sekilde giiriiltiilii bir iletisim sisteminde 63 bitlik
kelimelerde en fazla 1 bitin hatali olmasin1 garanti edebilir miyiz? Bu soru énemli, ¢iinkii 1'den fazla bit
hataliysa hata bu kodlarla diizeltilemez, hatta diizeltme i¢in yapilacak islemler dolayisi ile daha fazla
hata yapilir. Ornegin, 0000000 gonderildiginde alic1 0001100 almus olsun. Alinan kod kelimesi gegerli
olmadigindan hatali oldugunu biliyoruz. Ancak, sendrom vektoriine gore ya da Sekil 9.10'daki listeden
en yakin kelime aranarak yapilan diizeltme ile 0011100 elde edilir, ki bu sonug 3 bitin birden hatali
olmasina yol acar.

Burada Hamming kodlarinin ve dolayist ile iiretici matrislerinin tekil olmadigini hatirlatalim. Yani,
ornegin (15,11) kodu icin ¢ok sayida ¢Oziim bulunabilir. Denklem (9.25)'in Oncesinde, parite
degerlerinin hata durumlarina atanmasi isleminde aslinda yaptigimiz, parite bitlerinin dongiisel
permiitasyonlarini ¢ok sayida 1 igerenlerden baglayarak mesaj bitlerine atamak idi. Burada (15,11) kodu
i¢in bir 6rnek yapalim. (15,11) kodunda 4 parite biti var. Parite vektorii 1111'den baslayarak sirasiyla x;
bitlerindeki hatalar1 gdstermek iizere atayalim. Ornegin 1111 degeri x,'daki hatay1 gstersin. 1111'in
bagka permiitasyonu olmadigi igin siradaki 3 biti 1 olan parite permiitasyonlarina, 6rnegin 0111'e
gecelim (tabi ki 1110'dan da baslayabilirdik ve farkli ama esdeger kod ¢ikard1). Permiitasyonlar sirasiyla
0111, 1011, 1101 ve 1110 olur. Ardindan iki biti 1 olan permiitasyonlari bulalim. Sistematik ilerlemek
adma 0011'in dongiisel permiitasyonlar1 olarak sirasiyla 0011, 1001, 1100, 0110 bulunur ve ardindan
0101 ve 1010 bulunur. Su ana kadar toplam 11 permiitasyon, yani 11 parite vektorii elde ettik (ki bunlar
2% = 16 dort bitlik saymin 0 ve 1 biti 1 olanlarm disinda kalanlardir, yani en az 2 biti 1 olanlardir).
Simdi de bu 11 parite vektoriinii istedigimiz sirayla parite matrisine atayalim (denklem (9.28)'de son
satirdan ilk satira dogru atanmug). Uretici matrisini

1101 07
0101
0110
1100
1001
P=]0011
1110
1101
1011
0111
1111

(9.28)

olmak tizere G = [I | P] ile



10000000000101 07
010000000000101
001000000000110
000100000001100
000010000001001
G=/000001000000011 ©.29)
000000100001110
000000010001101
000000001001011
000000000100111
100000000001111 14

seklinde yazabiliriz. 11 mesaj biti iceren herhangi bir 15 bitlik kod vektoriinii (xG)T ile bulabiliriz.
Ornegin  x=10011000000 mesajim1 temsil edecek kod g9+ g7 +ge modulo toplamindan
¢,=100110000001111 elde edilir. Yani, dogrusal kod oldugundan, G matrisinin istenilen sayidaki
satiriin toplami yine bir kod vektoriidiir. G matrisi iizerinde yapilacak elemanter satir/siitun islemleri
ile elde edilecek bir G, matrisi de dogrusal koddur.

Denklem (9.29) ile verilen kodun parite denklemleri, P matrisinden

Pz = X10Dx7DxcDx, Bx3Dx,Dx,

P2 = Xg@xgDx; Dx, Dx3Dx1 Dx (9.30)
P1 = X10DxgDx5Dx, Dx, Bx; Bxp

Po = Xg@DxDx5Dx3Dx, Bx1 DX

seklinde yazilir. Alic1 tarafinda sendrom vektoriiniin bitleri de

53 = p3Dx10Dx7 DxcDx, Bx3Dx, Dxo

Sy = p2@xeDxgDx;Dx,Dx3Dx,Dxy (9.31)
51 = P1Bx10Pxg@xsDx,Dx, DX, DX,

So = PoDxg@DxDx5Dx3Dx, Bx; Bxy

ile hesaplanir. Herhangi bir hata yoksa S = 0 bulunur, aksi halde her bir tek bitlik hata i¢in S olasi diger
15 degerden birini alir. Bir bitlik hata sonucu alabilecegi degerleri aslinda denklem (9.31)'den ve P
matrisinden gorebiliyoruz. i bitindeki hata sonucunda S = P; (P'nin {'inci satir1) olur.

H = [P|I] seklinde tanimlanan parite kontrol matrisi n bitlik kod kelimesinin hangi bitlerinin
birbiriyle iliskili oldugunu sdyler, ki bu sendrom denklemlerinden farkli degildir. Ornek kodumuz igin

100110111011000
~1011100110110100 9.32)
“[1to1001101110010

010011011110001

seklinde yazilan parite kontrol matrisinin en alt satirindan xq@xs@xsPx;Px,Px; DxDpy = 0
olmasi gerektigini anliyoruz. Buradan py = xo@xe®x5Dx3Dx, Dx;Dxy yazilabilir di ki zaten dyle
yaptik.

Déndiirerek elde ettigimiz sirali permiitasyonlar yerine 2% = 16 segene@in en az iki adet 1
icerenlerini parite kelimeleri olarak istedigimiz satirlara atasaydik ne olurdu? Tabi ki bu sekilde elde
edilen iiretici matrisleri de gecerli olurdu. Uretici matrisinin satirlarinin, ya da mesaj kelimesi bitlerinin
yerleri degistirilmis gibi diisiinlin. Ayn1 seyi zaten satir/siitun islemleri ile de yapabilirdik.



9.3 Dongtlisel Kodlar

Hamming kodlar1 dogrusal blok kodlar ailesindendir. Yani, ayn1 kod i¢indeki iki kod kelimesi
toplandiginda da (modulo toplam) yine gegerli bir kod kelimesi elde edilir. Buna ilave olarak, bir kod
icindeki herhangi bir kod kelimesi saga ya da sola dondiiriildiigiinde yine gegerli bir kod kelimesi elde
ediliyorsa, o zaman bu koda déngiisel kod (cyclic code) ismi verilir. Ornek olarak C =
{000,110,101,011} kodunu ele alahm. C dongiiseldir, ¢linkii 4 kod kelimesinden hangisi saga ya da
sola dondiiriiliirse yine C iginden bir kod kelimesi bulunur (000'a asikar (trivial) kod kelimesi ismi
verilir).

(Bu noktadan itibaren okunaklilig1 arttirmak igin, modulo toplami belirtmek iizere, @ yerine +
kullandik)

Dongiisel kodlardaki ¢ = ¢,,_q¢,_5 ... ¢g kod kelimeleri

-1

B

c(x) = Y cixt = cpox™ L H ey x™ 2 4 (9.33)

i

I}
o

seklinde n — 1'inci dereceden bir polinom olarak diistiniiliir. ¢(x)'i x ile carpalim ve

x¢(x) = Cpo1X™ + X+ cpgx™ 2 4 -+ cox

x¢(x) = cppx™ 1 4 c_3x™ 2 + -+ + coX + cp_1x™ (x™ terimini sona aldik)

elde edelim. Ardindan ¢, _1 + ¢,,_4 ekleyelim (¢,,_1 + ¢,_1 = 0).

x¢(x) = (Cppx™ 1 4 cpozx™ 2+ -+ cox + Cp_g) + Cpoq + Cp_1x™.

Burada ¢ (x) = ¢;,_,x™ 1 + ¢;_3x™ "2 + -+ + cox + €, teriminin c'nin 1 kere sola dondiiriilmiis
halini temsil eden polinom oldugunu gériiyoruz. Yani, ¢V (x) = xc(x) + ¢,_;. Ancak ilave olarak
p(x) = Cpoq + Cyoqx™ = Cp_q (x™ + 1) terimi var. Yani, xc(x) = ¢ (x) + ¢, (x™ + 1), ya da

xc(x) cD(x) (9.34)
G+l (n+1) ot

xc(x)
(x™+1)
bir kez daha sola dondiirmek i¢in tekrarlamak isteyince

yazilabilir. bSlmesinin sonucu c,,_;, bélinemeyen kismi (kalan) ise ¢D'dir. Ayni islemi, c'yi

x%c(x) _ c@
(xm+1)  (x"+1)

+ ¢, oldugunu, ve, i dondiirme say1st olmak iizere, genel olarak

xte(x) B cD(x)
@x"+1) (x"+1)

(9.35)

+ Cn—i

oldugunu gériiriiz. Kod kelimesi i = n defa dondiiriiliirse ¢ (x) = ¢(x) oldugu bulunur.

Dongiisel kodlarda kod kelimesi polinomlarimi mesaj kelimesi polinomlarindan iiretmek igin,
g(x)'e retici polinom ismi verilerek, c(x) = m(x)g(x) ile iiretmek isteriz. Ancak g(x) polinomu
(x™ 4+ 1)'i tam olarak bélmelidir ki kalan olmasin. (x™ + 1)/g(x) bdlmesinden kalan olmamasi i¢in
g(x)'in (x™ 4+ 1)'in faktorlerinden (garpan polinomlarindan) birisi olmasi gerekir. Ayrica, bir (n, k) kod
icin m(x) k — 1'inci dereceden olduguna gore, g(x)'in de n — k'inci dereceden olmasi gerekir, ki kod
polinomlar1 n — 1'inci dereceden olsun.

Ornek: (n, k)=(7,4) dongiisel kodu i¢in m(x) k-1=3"iincii derece, g(x) ise n-k=3"lincii derece, yani
c(x) = m(x)g(x) polinomu da 3x3=6"mnc1 derece olur. (x™ + 1) = (x” + 1) polinomunu tam olarak
bolen polinomlar (x” + 1) polinomunu garpanlarina ayirarak bulunabilir.



T+ D)= +DEP+x2+ D3 +x+1)
Burada 3'iincii dereceden 2 adet ilkel (primitive) polinom var. Tlkel kelimesi bu polinomlarin faktorlerine
ayrilamayaca@1 anlamina geliyor. Oncelikle dogru ayrrdigimizi teyid edelim;
E+x2+ D3P +x+ D) =x +x* +x3 +x + a8+ x2 + a3 +x+1=x0+ x> +x* +x3 +
x2+x+1
+DEC+x+xt+x3+x2+x+ D) =x"+x0+ x> +x* +x3 +x2 +x+x® + x> +x* +
Hxt+x+1=x"+1.
Modulo toplamin 1+1=0, 1+1+1=1, x* + x% = 0 ve x* + x% + x% = x® 6zelliklerini kullandik.

Simdi de {iretici polinom olmak iizere 3'lincii dereceden ilkel polinomlardan birini se¢elim, drnegin
g(x) = x3 + x? + 1 olsun. Herhangi bir mesaj kelimesinin 3'{incii dereceden polinom ifadesini g(x)
ile garparak kod polinomunu elde ederiz. Ornegin 1100" temsil eden x3 + x2 polinomu x> + x% + 1 ile
carpilinca kod kelimesi olarak (x3 + x2)(x3 +x2 + 1) =x° + x5 +x3 + x5 +x* + x2 = x® + x* +
+x3 + x?'nin temsil ettigi 10111001 buluruz. Tabi ki olasi tiim mesaj kelimeleri igin bu islemleri tekrar
ederek tiim kod kelimelerini bulabiliriz. Ancak sistem dogrusal oldugu icin sadece taban mesaj
kelimeleri (1000, 0100, 0010, 0001) i¢in kod kelimelerini bularak iiretici matrisini yazabiliriz;

1000 igin x3(x3 + x% + 1) = x® + x5 + x3 ile 11010001
0100 igin x%(x3 + x%2 + 1) = x> + x* + x2 ile 0110100"
0010 igin x(x® + x2 + 1) = x* + x3 + x ile 00110101 ve

0001 igin 1(x3 + x2 +1) = x3 + x? + 1 ile 00011011 buluruz (kod kelimelerinin birbirlerinin
kaymusi olduguna dikkat ediniz). Uretici matrisi de

1101000
10110100 (9.36)
10011010

0001101

seklinde yazilabilir. Matrisin sistematik olmadigini gériiyoruz. Ancak, elementer satir/siitun iglemleriyle
sistematik hale getirilebilir;

G = 0110100({_|0110100 0101110{_0100011 9.37)
0011010 0011010 0011010 0010111)

1101000 1011100‘ 11000110 1000110
0001101 0001101 0001101 0001101

Sistematik iiretici matrisinin parite bitleri kisminin (sagdaki 4x3'liik kisim) daha 6nce denklem
(9.26)'buldugumuz {iretici matrisindekilere ne kadar benzedigini kontrol edebilirsiniz. Aynisi da
cikabilirdi. Uretici polinomu verilen bir kodun iiretici matrisini hi¢ islem yapmadan da yazabiliriz.
Ornegin g(x) = (x3 + x + 1) (diger ilkel polinom) olsun. Bu durumda G matrisinin ilk satir1 1011000,
ikinci satir1 ise bunun saga kaymisi olan 0101100, ii¢iinciisii 0010110, ve dordiincii satir 0001011 olarak
ezbere yazilabilir. Sistematik matris isteniyorsa da elementer satir/siitun islemleri uygulanabilir

Ancak elementer satir/siitun islemlerine girmeden dongiisel sistematik matris iiretilebilir. Bunun
"_km(x)
g(x)
p(x)'dir. (n, k) igin iiretici polinom olarak g(x) = x3 + x? + 1 verilsin. m3m,m;m, mesaj kelimesini

igin, m(x) mesaj polinomu olmak iizere, = bolmesinden kalan p(x) olsun. c(x) = x" *m(x) +

n-k
temsil eden m(x) = m3x3 + myx? + myx + m, polinomunun X Mm@ psimesinden kalanlar bizim

g(x®)
parite kelimelerimizi temsil eden polinomlar olacaktir. x™~¥ ile carpimin g(x)'e boliimii sonucu
X" m) =mgx3+ (my +m)x?+(my+my+m)x+mg+my, +my +m +p(x)
— N - M3 3 2 3 2 1 3 2 1 0T ——
g9(x) gx)



bulunur. p(x) ise (ms+my +my)x? + (mg + my, + my)x + (m, + my +mg) olarak sekillenir.
Yani sistematik kod polinomlari

c(x) = m3x® + myx® + myx* + mx3 + (mg + my + my)x? + (mz + m, + my)x
+ (mz + my + mo)

seklinde, buradan da sistematik {iretici matrisi

1 0 0 0j1 1 O

¢=10 1 0 0j0 1 1 (9.38)
0 01 0/1 11
0 0 0 11 0 1

olarak yazilir, ki satir/siitun islemleriyle de bunu bulmustuk (denklem (9.37)). (m3 + m; + mg)x?'nin
[101 1] kolon matrisi (digerleri de) seklinde yazildigia dikkat edelim. G matrisi sistematik dogrusal
ve dongiisel bir kodlamay1 temsil ediyor. Yani olast kod kelimelerinin (16 adet) tiimii iretilirse her
birinin bir baska kod kelimesinin dondiiriilmiis hali oldugu goriiliir (Sekil 9.11). Ornegin sekilde
yukaridan 2, 4, 7 ve 14'iincii kod kelimeleri birbirlerinin dondiiriilmiis halleridir.

PRPRFRPRRFRPRRLRFRPPLROOOOOOOO
rRPrRPRrRPrOOOOKRHKRHOOOO
rRPrOOKRRKLROOKHRHOORHKEHROO
rOrRPROFROHHOKFROKROKROHKRO
rOoOORKFRPROOHFROKRRKFROORKRO
rRrPrOOOOHKKHKHROOKRHRKREROO
rOORrRORKHOKFHROOHORKRO

Sekil 9.11. g(x) = x3 + x? + 1 dongiisel kodunda (sistematik) gegerli tiim kod kelimeleri.

Alict tarafinda (ya da kod ¢dzme tarafinda) ise 1 bitlik hatalarin diizeltilmesi hedeflenir. Bunun i¢in
yine, kod kelimeleri, arasindaki en kiigiik uzaklik d,;,;;,=3 oldugundan, en yakin gegerli kod kelimesi
bulunarak (d=1) hata diizeltilmis olur. Tabi ki yine, biiyiik tablolarda en yakin olan kod kelimesini
bulmak algoritmik olarak zorlayici oldugundan bir sendrom vektorii/polinomu hesaplayip hatali
olduguna karar verilen bitin diizeltilmesi daha ¢ok tercih edilen yoldur. Sendrom polinomu génderilen
¢ kod kelimesine karsilik alinan r kod kelimesini temsil eden r(x) polinomunun iiretici polinomuna
boliinmesinden kalandir;

@} (9.39)
g(x)

Ornegini yaptigimiz g(x) = x3 + x? + 1 iiretici polinomu igin

s(x) = Rem{
_ 2 (9.40)
S) =g+ +r+n)x+g+rs+rn+r)x+ g+ +13+15)

olarak bulunur. Normalde, hi¢ hata yoksa, sendrom polinomu 0 bulunur. i'inci bitteki hata sendromunu
bulmak i¢in ;=1 diger bitler 7;.o=0 yapilarak denklem (9.40)'tan hesaplanir. Tabi ki k=4 i¢in sadece



Ti=¢54,3=1 testlerini yapmak ve sendromlar1 bulmak yeterlidir. Parite bitlerindeki hatalar1 diizeltmeye
gerek yoktur. Yani ilgilenilen sendrom vektorleri sirasiyla 7;-¢ 5 4 3 bitlerindeki hatalar1 gosteren 110,
011, 111 ve 101'dir.

(n, k)=(7,4) dongiisel kodlarmnim bir digeri de g(x) = x> + x + 1 ilkel polinomu ile tanimlanandir.
Sistematik {iretici matrisi de, ister dogrudan sistematik olmayan matrisi yazip satir/siitun islemleriyle
sistematik hale getirerek, isterse yukaridaki 6rnekteki gibi polinom hesaplariyla,

1 0 0 0j1 0 1

_ 10 9.41)
G = 0
0

ocor
oro
oo
[
[ER N
[ T

seklinde bulunur. Peki (x” + 1)'i tam olarak bdlen 2 adet 3'iincii dereceden polinom olduguna gore
bunlardan bagka bir (7,4) dongiisel kod yok mu? Tabi ki var, ama hepsi bu ikisinde uygulanan elementer
satir/siitun islemleriyle tiretilenler, yani esdegerleridir. Ayrica ilkel polinomlarin ¢arpimlari sonucu elde
edilecek polinomlar da dongiisel kod verecektir. Ama bu kodlar en az parite biti kullanan optimum
kodlar olmayacaktir. Dongiisel kodlardaki bu 2 6rnegimiz ile Hamming kodlar1 arasindaki benzerlik
ilgimizi ¢ekmistir. Haberlesme sistemlerindeki kullanimlari agisindan bakildiginda aslinda bir fark yok,
sadece P matrisinin satirlar1 yer degistirmekte, ki bu da mesaj bitlerinin yerlerinin degistirilmesiyle
esdeger. Bu durumda, 1 bitlik hata diizelten (n, k) kod i¢in k! farkli bit yerlesimi ya da P satirlarinin k!
farkli yerlesimi s6zkonusu olup hata diizeltme konusunda hepsi esdegerdir. Ayrica k! segenekte
yapilacak satir/siitun islemleriyle de yine esdeger ama sistematik olmayan kodlar iiretilebilir.

Benzeri sekilde (15,11) dongiisel kodu igin (x> + 1)'i faktérlerine ayirirsak
EP+D)=C+DE?+x+DE*+x+DE*F+ 3 +x2 +x+ D+ 23+ 1)

carpiminda 3 adet 15-11=4'tincii dereceden polinom oldugunu goririiz. Yani temel olarak 3 adet
sistematik dongiisel kod iretebiliriz. Ama sistematik olma sartt yoksa, bunlar iizerindeki elementer
islemlerle istedigimiz kadar kod tiretebiliriz.

dmin=3 alarak 1 bitlik hatalar1 diizeltelim ama kod kelimelerinde olas1 2 hatanin da farkina varalim
istiyorsak boliim basinda anlattigimiz ilave bir diiz parite biti ekleyebiliriz. Hata diizeltme kodlarinin
tiimiinii boyle bir haberlesme kitabinda hakkiyla igermek miimkiin degil. Reed-Solomon, Turbo code ve
diger 2 diizine hata diizeltme kodlarmin isleyisini anlamak igin ilgili makalelere/yayinlara yonelmek
gerekir. Hata diizeltme ihtiyaglar1 uygulamaya gore degisiklik gostermekle beraber 1 bitlik hata
diizeltmenin pratikte kullaniminin azaldig1 gézardi edilmemelidir.

9.4 Serpistiriciler

Haberlesme ve veri saklama sistemlerinde kelime basina en fazla 1 bitlik hata 6ngoriilmesi kabul
edilemez gibidir. Genellikle karsilasilan ¢ogusma (burst) yani ¢ogunlukla hatasiz ilerleyen bir kanalda
birdenbire ¢ok sayida hatanin arka arkaya olugmasidir. Yildirim diigmesi aninda kisa siireligine iletisim
kalitesinin diismesi ve ardigil bir ya da daha ¢ok kelimenin bozulmasi, ya da lizerine veri kaydi yapilan
CD'nin ¢izilmesi dolayisiyla verinin biiyiik ¢ogunlugunun saglam kalmasina ragmen bazi ardisil
bitlerin/kelimelerin bozulmasi, bunlara 6rnektir. Veri neredeyse tamamen dogru olmasina ragmen, ayni
kelimede ¢ok sayida hata olmasi verinin kullanilamaz olmasina yol agabilir. Halbuki tek kelimede ¢ok
sayida hata yerine bu hatalar diger kelimelere dagilsayd diizeltilebilecekti. Bu durumda akla gelen bir
¢Ozlim, aslinda bir kelimenin iginde olan bitlerin 6nceki ve sonraki bircok kelimeye dagitilmasi,
boylelikle bir kelime igindeki bitlerin farkli kelimelerin bitlerinden olusmasini saglamaktir. Yani bir



kelimede ¢ok sayida hata olmasi, bitler dogru yerlere dagitildiginda, ¢ok sayida kelimede tek bitlik hata
olugmasi demektir, ki bunlar da diizeltilebilir. Bu islemin ad1 serpistirmedir (interleaving).

Sekil 9.12 serpistirmedeki ana fikri agikliyor. Cok bilinen ve anlagilmasi/tasarimi kolay iki
serpistiriciyi burada agiklayalim.

) a|a,|a;|a,|b |b,|by|b,|c |c,|c e |d |4, d;|d, ;
V3 V A -
b) a/|b|c|d |a,|b|c,|d,|a;|by| cs|d,|a,| b, |, |d, y
T
0 a |b|c|d, azﬁzcz 92 as| by | ¢ |ds | a,| by |c, |d, ¢

o boz;'uIm'u'$~a}di'$'li--b.i.t,!§r
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=~

cleld,

a,|a,|a,|a,]b

b, 1b,]¢

alicida yeniden gruplanmis kelimeler

Sekil 9.12. Serpistirmenin ¢aligma prensibi. a) Bitleri ard1 ardina gonderilen kelimeler. b) Her biti
farkl1 kelimeye serpistirilen veri. c) Iletisim kanalinda komsu bir¢ok bitin ayn1 zamanda bozulmas:. d)
Asil yerlerine yerlestirilen bitlerin her kelimede diizeltilebilir 1 bit hataya doniismesi.

Dikdortgen hafiza serpistirici (rectangular interleaver) Sekil 9.13'teki gibi kelimelerin bir kenardan
hafiza alanina kaydedilmesi ve ona dik kenardan okunmas1 yontemiyle ¢alisir. Sekilde paralel yiikleme
ve paralel okuma olarak igaretlenen veri yollar1 aslinda seri de olabilir. Tabi ki okuma yapilabilmesi i¢in
yeterince verinin yiliklenmesi gerekmektedir. Yiikleme ile okuma arasindaki zaman farkina gecikme
(latency) denir ve hafiza bilyiikliigii, dolayisiyla serpme biiylikliigii ile orantilidir. Yani ¢ok serpmek
istiyorsak ¢ok hafiza gereklidir, dolayisi ile gecikme fazla olur.
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Sekil 9.13. Dikdortgen serpistirici 6rnegi. 1) 1 kelime doluncaya kadar seri veri giristeki kaydirmali
yazmaca yazilir. 2) Kelimeler hafiza alanina kaydirilarak yazilir. Tiim hafiza doluncaya kadar 1 ve 2
tekrar edilir. 3) Hafiza alani ¢ikis yazmacina dogru kaydirilir. 4) Cikis yazmacindaki her ¢ikis kelimesi
seri ¢ikisa kaydirilir. Hafiza alan1 bosalincaya kadar 3 ve 4 tekrar edilir.

Serpistirilmis veriyi geri toplamak ve asil sirasina koymak igin alicida da bu islemin tersi yapilir.
Tabi ki hem serpistiricide hem geri toplayicida, paralellestirme ve serilelestirme i¢in gerekli hafizayi
saymazsak, kelime uzunlugu n ve serpistirici derinligi M (kelimeye ait bitlerin dagilacagi kelime sayis1)
olmak iizere, nM biiylikligiinde hafiza gereklidir. Hafizay1 doldurduktan sonra géndericinin beklemesi
gerekir. Alici tarafinda da hafizanin bosaltilmasi sirasinda iletigsimin beklemesi (yeni veri gelmemesi)
gereklidir. Bekleme onemli bir zorluk oldugundan, 2 adet nM hafiza kullanarak bunun iistesinden
gelinebilir. Gonderici ilk hafizay1 doldurduktan sonra o bosalincaya kadar ikinci hafizayi doldurur. Yani
hafizalar ping-pong misali doniigiimlii olarak serpistirmede kullanilir. Ayni islem alic1 tarafinda da
yapilir ve kesintisiz (ama gecikmeli) iletisim gergeklesir. Boylece toplam 4nM hafiza ve 2nM gecikme
ile iletigim saglanmis olur.

Sekil 9.14 ise dikdortgen hafiza alanini alici ve verici arasinda boliistiirerek hem hafiza ihtiyacini
azaltiyor hem de serpistirici bagarimini degistirmiyor. Ayrica, ping-ponk kullanimli iki hafiza alanina
ihtiyag duymadan bekleme durumlariin 6niine gegmis oluyor. Karsiliginda ise ¢ogullayicilar var. Tabi
ki gogullayicilar paralel-giris/seri ¢ikis 6telemeli kaydediciler ile gergeklestirmek miimkiin. Amag, veri
kelimelerinin her bitine farkli gecikmeler uygulamak ve kanal zamaninda birbirlerinden uzakta
olmalarini saglamak. Yaris1 gondericide yarisi da alicida olmak iizere bu yaklasim toplamda n(n — 1)
hafiza gerektiriyor. Giris ve ¢ikiginda ¢ogullayici bulunan tiggen hafiza alanl serpistiriciye a, b, ¢ ve d
kelimelerinin ayaqa,azbobbybscocicoc3dgd,d,ds sirastyla gelen bitler serpistiriciden

0000 g 000 hya, oo cybiay © dycibyaz o dicybz o0 dycg 000 dz cooo  gsirasiyla ¢ikarlar. Burada o
karakteri a, b, ¢ ve d kelimelerinden 6nceki ve sonraki kelimelerin bitlerini temsil etmektedir. Boylece
ayni kelimeye ait bitler n + 1 araliklarla ¢ikista goriiliiyor. Yani kanalda ardisil n bitin hepsinde hata
olsa bile, alic1 bitleri dogru kelimelere yerlestirdiginde aslinda n kelimede 1'er bit hata olustugundan 1
bitlik hata diizeltme yontemleriyle diizeltilebiliyor. Sekil 9.15 (n,k) Hamming kodlayici ile n
serpistiricinin beraberce kullanimini &zetliyor (n serpistirici n X (n — 1)/2 hafiza gerektirir, alicida da
aynist).
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Sekil 9.14. Dikdortgen hafiza alaninin iki liggen alan haline getirilerek verici ve alici arasinda
boliistiiriilmesi.
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Sekil 9.15. (n, k) Hamming kodlayici ve n serpistiricinin ardisil n bitlik hatalardan korunmak i¢in
kullanilisi.



